Normalisation par Evaluation en Coq

Francois Garillot

sous la direction de Benjamin Werner
LIX, Ecole Polytechnique
Mars-Aout 2007



Normalisation par evaluation : objectifs

¢ méthode de Bn-normalisation

¢ usuellement abordée dans un contexte de réduction (normalisation sans
réduction, évaluation partielle ...)

¢ peut-elle étre vue comme inverse de la fonctionelle d’évaluation ?
¢ ... formalisée en Coq ?

¢ ... servir a manipuler des termes d’ordre supérieur, donner une
représentation de la syntaxe abstraite d’ordre supérieur ?



Exemple

Deux types de représentations des termes du A-calcul simplement typé:

¢ representation compilée
fun x > x : T —= T

¢ ou représentation explicite.

Inductive term : Type :=
Var : id — term
| Lam : id — term — term
| App : term — term — term.

On veut décompiler f: (A = A) — (A — A)

f
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Exemple

Deux types de représentations des termes du A-calcul simplement typé:

¢ representation compilée
fun x > x : T —= T

¢ ou représentation explicite.

Inductive term : Type :=
Var : id — term
| Lam : id — term — term
| App : term — term — term.

On veut décompiler f: (A = A) — (A — A)

LAM(x N Lam(y?, (f (Aa”.AaPP((VAR x)M 7N a™ ) (VAR y)'™))



Normalisation par Evaluation

Utiliser le mécanisme d’évaluation d’'un méta-langage pour normaliser et
représenter les termes du lambda-calcul.

Pour cela, construire une fonction de normalisation ayant deux propriétés

(1) Correction
r>pn s = [l = [slls

(2) Reproduction
r en forme normale =| [[r]l; =7

T une valuation.

On recherchera aussi le résultat de complétude:

t bien typé = t >q,] ([t



Normalisation par Evaluation

Construisons une interprétation sur ces bases

Variable alpha : Type.

[[To]] = B
([T7 — T5]] _ 1] = [[t]] Fizzzitht;iél'l;:ST){struct T}: Type:=
| Iota = alpha
[[VAR(X)]]Q _ op (x) (Ieniljr A B = (tr alpha A)— (tr alpha B)
[ILAM(xT,mo)l], = Aa®l{moll, a)  Probléme:

abstraction de Coq! choisir alpha

[aPP(my,m2)ll, = [mllp(llm2llp)

Sirt>gy s, alors [[r]]

[[s]] (correction).

Probleme: la sémantique n’est définie que pour
les termes bien typés



Construire une fonction de normalisation

nf. €llt]] = A

E en forme 3-normale n-longue = nf([[E]]) = E. (reproduction)

SitT=11 — ... 2 Ta 2 b,0UViTi =741 = ... = Tim, — by,

E:t = Aj....Axn. E]]l (..(xiE1 . Emy).n)

normaux T

nf::f — LAM(vq,...,LAM(Vvy,

f(Aar....Aam1.APP(...APP(VARvVy,nf+  (a71))...,nfr1m. (@mn)))

(Aaj....Aamn-APP(...APP(VARv,,nfr . (a1))...,nfrnm. (amn))) ))



Construire une fonction de normalisation

¢ réifie,
[T = A
¢ réfléechit,
TR A = [lT]]
P11 =1
[T f = LAM(x™', [™2 (f( 77" VAR(x)))) pour x variable fraiche
101 = 1
T2 ] = Aglltill 172 1, 1% a))

De nombreuses interprétations associées a cet algorithme, et a ses extensions:
ensembliste (Berger et al.), domaines (Berger et al.), catégorielle (Altenkirch et
al.), modeles de Kripke (Coquand) ... 7



Reproduction

nf([[E]]) =17 (l[E]];) =E

pour E en forme (3-normale n-longue, par induction sur E:



Reproduction

nf-([[E]]) =" (l[E]];) =E
pour E en forme (3-normale n-longue, par induction sur E:

¢ Cas: APP(VAR(x)P7T,NP)

L™ (IxNJ,) =1°77 (x)([INJJ;) =17 (APP(VAR(x), [P ([IN];))) = APP(VAR(x),N)



Reproduction

nf-([[E]]) =" (l[E]];) =E
pour E en forme (3-normale n-longue, par induction sur E:

¢ Cas: APP(VAR(x)P7T,NP)

L™ (IxNJ,) =1°77 (x)([INJJ;) =17 (APP(VAR(x), [P ([IN];))) = APP(VAR(x),N)

¢ Cas: LAM(y, N)

7o ([leam(y,N)I;) - = LAM(x, L9 ([[Lam(y, NJJI; (T? VAR(x)))) pour X fraiche
= LAM(%, L% (IINT] )

(

(

x, N [VAR(y)— VAR(x )])

8-b



Choix de formalisation

Les problemes rencontrés jusqu’ici:

¢ Que veut dire "x variable fraiche” dans la définition de |* ? Représentation
des lieurs

¢ Choix du type de base de notre interprétation



Choix de formalisation

Les problemes rencontrés jusqu’ici:

¢ Que veut dire "x variable fraiche” dans la définition de | ? Représentation
des lieurs

Les implémentations montrent deux écoles :

+ variables nommeées, conditions de fraicheur garanties par un générateur
a effets de bords (gensym). Générateur rarement justifié (excepté [Filinski
2001] par monades). [Danvy 1996] et al.

+ familles de termes, tour similaire a ci-dessus [Berger, Eberl,
Schwichtenberg 1998]

¢ (logique nominale)
¢ Choix du type de base de notre interpretation

Pour la formalisation nommeée: A, ensemble des lambda-termes
Pour la formalisation par familles de termes: N — A

9-b



Impl émentation de l'algorithme : d  éfinitions

Inductive ST : Set :=
Iota : ST
| Arr : ST — ST — ST.

Record id : Type :=
mkid idx :

Inductive term : Type :=
Var : id — term
| Lam : id — term — term
| App : term — term — term.

Lam x (Var x) : term

(Librairies & tactiques de réflection booléenne de Georges

Gonthier)

nat_eqType ; idT :

ST.

Fixpoint FV (t:term): seq idd :

match t with
| Var n = Segqn

| App t u = cat (FV t)(FV u)
| Lam n t =

end.

filter (setCl n) (FV t)

10



Impl émentation de l'algorithme : La fonction de
normalisation

Fixpoint decomp (T:ST)struct T : (tr term T) —term :=
match T as U return (tr term U)—term with
| ITota = fun (t:term) =t
| Arr AB = fun t =
let x:= gensym (FV (decomp B (t (long A (Var dummy))))) A in
Lam x
(decomp B (t (long A (Var x))))

end
with
long (T:ST) struct T: term — (tr term T) := fun t =
match T as U return (tr term U) with
| Tota = ¢t

| Arr A B = fun x:(tr term A) =
(long B (App t (decomp A x)))

end.

11



variables nomm ées a la Stoughton

(App t u)lo] = App t[o] ulo]

(Varx)lo] = Var x (x,u) ¢ o

(Varx)lo] = u |(x, u)premiere occurrence
(Lam x t)[o] = Lam x’ t[(x, Varx') :: o]

ol X/ — fresh (UZGFV(t)\{X} FV( Var Z[O']))

¢ Remplacement systématique de la variable liee lors de la substitution
¢ Variable liée choisie canoniqguement par induction sur les termes
Lemma: UzEFV(t)\{X} FV(Var zlo]) = FV((Lam x t)[o])
Theorem: M =, N = Mo = No

Substitution normalisante pour I'ae—conversion

12



Impl émentation : complexit &

... let x:= gensym (FV (decomp B (t (long A (Var dummy))))) A in ...

¢ Nous permet de réutiliser sans probleme la formalisation nommée de
Stoughton

¢ Croissance exponentielle du nombre d’appels
¢ Réemploie et améliore une astuce de [Berger, Schwichtenberg 1991]

¢ Possible de faire mieux ?

13



Impl émentation de I'algorithme : par familles de
termes

Fixpoint decomp (T:ST) struct T : (tr (nat — term) T)— (nat — term) :=
match T as U return (tr (nat — term) U)— (nat — term) with
| Tota = fun (t:nat — term) = t
| Arr AB = fun t =
fun n = Lam A (decomp B (t (long A (fun k = (Bvar (n))))) (nt+l))

end
with
long (T:ST) struct T: (nat — term) — (tr (nat — term) T) := fun t =
match T as U return (tr (nat — term) U) with
| Iota = t

| Arr A B = fun x:( tr (nat — term) A) =
(long B (fun n = App (t n) (decomp A x n)))

end.

(Bvar sous-entend une convention de Barendregt, incrément a la méthode de Berger)

Probleme : traitement des termes a variables libres ? »



Formalisation : point technique

t bien typé = t >q,] [[tl;

Or, si on rappelle notre manipulation a I'aide de dummy:

let x:= gensym (FV (decomp B (t (long A (Var dummy))))) A in
Definition dummy := (mkid 0 Iota).

Et notre définition de I'n-expansion:

| ceta : forall x t, x notin (FV t) — conv t (Lam x (App t (Var x)))

Lemma:

vxtu, (App t(Varx) ~u/Ay ¢ Fv(u)) = I, (t~vAy ¢&Fv(v))

Ce lemme implique de passer par une f3n-conversion non typée, sur laquelle on

doit prouver le théoreme de Church-Rosser, qui est admis ([Nipkow 96]).
15



Syntaxe abstraite d’ordre sup érieur

HOAS

Inductive term : Type :=
| Lam : (term — term) — term
| App : term — term — term.

Lam (f) : term
Inductive rred : term — term — Type :=

|red_beta : forall (F: term — term) (t:term),
rred (app (lam F),t) (F t)

Ocurrence négative de term dans Lam

16



Syntaxe abstraite d’ordre sup érieur

HOAS

Inductive term : Type :=

INDUCTIVE

| Lam : (term — term) — term

Inductive term : Type :=
| App : term — term — term.

Var : id — term

| Lam : id — term — term
Lam (f) : term
| App : term — term — term.

Inductive rred : term — term — Type :=

Lam x (Var x) : term
|red_beta : forall (F: term — term) (t:term),

rred (app (lam F),t) (F t)

Inductive conv : term — term — Prop :=
| crefl : forall t, conv t t
Ocurrence négative de term dans Lam | csym @ forall tu, convtu T conyu t
| ctrans : forall t uv, convtu— convuv — convt Vv
| cbeta : forall t u x,
conv (App (Lam x t) u)( subst t ((x,u) :: nil))
| calpha : forall x y T t1 t2,
(y""T) notin (FV (Lam (x~"T) t1)) —
conv (t1 [((x~"T), Var (y~"T))::nil]) t2 —
conv (Lam (x~°T) t1)(Lam (y~"T) t2)
| ceta : forall x t, x notin (FV t) —
conv t (Lam x (App t (Var x)))
| cappl : forall ul u2 v, conv ul u2 — conv (App ul v) (App u2 v)
| capp2 : forall u vl v2, conv vl v2 — conv (App u v1) (App u v2)

| clam : forall x tl1 t2, conv tl1 t2 — convjf%fm x t1) (Lam x t2).
-a



Syntaxe abstraite d’ordre sup érieur

On peut définir des termes pathologiques

tt = (Lamx — (Lamy — x)) .
Sapp - term — term
App(t,t’) —  tt

ff = (Lamx — (Lamy — y)) Lam(t) - ff

Les differentes implémentations de HOAS.:

¢ ELF : théorié des types faible, restreinte a TT, (V)

¢ weak HOAS : (nat — term), inadaptable [Despeyroux et al 1995], [Honsell
et al 2007]

¢ two-level HOAS : metaPRL et suiveurs [Chen et Xi 2005]
Difficultés théoriques :

¢ Despeyroux, Pfenning 1999, lambda-calcul modal .

¢ Martin Hoffman 1999, interprétation catégorielle : catégories de foncteurs



Conclusion

¢ Normalisation par évaluation possible et formalisable rigoureusement avec
une interprétation dans A.

¢ Formalisation des termes possédant des variables libres dans un certain
contexte

¢ Implémentation plus efficace pressentie possible

¢ Application a HOAS vue comme un sujet intéressant, mais demande encore
du travall
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