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Chapitre 1

Langages rationnels

1.1 Premi�eres d�e�nitions

On consultera pour cette section [Per90].

D�e�nition 1.1.1.
{ Un alphabet est un ensemble �ni (souvent not�e � ou A) dont les �el�ements

sont appel�es lettres.
{ Les mots sur l'alphabet A sont les suites �nies d'�el�ements de A (on les

notera : u = u1u2 : : : un avec8i; u i 2 A).
{ La longueur d'un mot u = u1u2 : : : un est n, on la note juj.
{ Le mot vide not�e " ou 1 correspond �a l'unique mot de longueur 0.
{ Un langagesur l'alphabet A est un ensemble de mots surA.
{ On note A � l' ensemble de tous les motssur l'alphabet A.

D�e�nition 1.1.2 (Concat�enation).
La concat�enation correspond �a la mise bout �a bout de deux mots. Il s'agit

de la loi de composition :

u = u1u2 : : : un ; v = v1v2 : : : vm 7! uv = u � v = u1u2 � � � un v1v2 : : : vm

Elle est associative ((uv)w = u(vw) = uvw) et il existe un �el�ement neutre ( " ).

Exemple.
u = abb; v= bbbb; uv= ab6

D�e�nition 1.1.3 (Monô�de libre).
L'ensemble de tous les mots surA, muni de la concat�enation, est appel�e

monô�de libre sur A.

Notation.
Le mono•�ide libre sur A est not�e A � . Cette notation sera justi��ee par la suite.

1.2 Op�erations rationelles

D�e�nition 1.2.1 (Union, Produit).
{ L' union est l'op�eration qui �a deux langages L et L 0 associe le langage

L + L 0 = L [ L 0.

9



10 CHAPITRE 1. LANGAGES RATIONNELS

{ Le produit est l'op�eration qui �a deux langages L et L 0 associe le langage
L � L 0 = LL 0 = f uv

�
� u 2 L et v 2 L 0g.

Exemple.
Si on poseL = f u 2 A �

�
� juj pair g et L 0 = f u 2 A �

�
� juj impair g, alors on

a :

{ L + L 0 = A � { LL 0 = L 0 = L 0L
{ L 0L 0 = L n f "g { LL = L (L est un sous-mono•�de de A � )

D�e�nition 1.2.2 ( �Etoile).
Soit L � A � , on d�e�nit :

L 0 = f "g; L i +1 = LL i ; L � =
[

i � 0

L i

Remarque.
En g�en�eral L i 6= f ui

�
� u 2 Lg.

Exemple.
Si L = f a; bag, alors L � est constitu�e de tous les mots dans lesquels chaque

b est suivi d'un a.

Remarque.
Ceci justi�e donc a posteriori la notation A � .

1.3 Langages rationnels

D�e�nition 1.3.1 (Langages rationnels).
La classeR des langages rationnels (sur A) est la plus petite famille de

langages telle que :
{ ; 2 R et 8a 2 A; f ag 2 R ;
{ R est close pour les op�erations rationnelles (l'union, le produit et l'�etoile).

Exemple.
{ Le langage A est rationnel puisqu'il s'�ecrit A =

S
a2 A f ag.

{ L = f u 2 A �
�
� juj pair g est rationnel puisqu'il s'�ecrit L = ( AA ) � = ( A2)� .

{ L 0 = f u 2 A �
�
� juj impair g est rationnel puisqu'il s'�ecrit L 0 = AL .

D�e�nition 1.3.2 (Expressions rationnelles).
La classeE desexpressions rationnellesest la plus petite famille d'expressions

telles que :
{ 8a 2 A; f ag 2 E;
{ pour tout couple d'expressions (E; E 0) de E, les expressionsE + E 0, E � E 0

et E � sont encore dansE

Remarque.
Notons qu'ici, +, � et � sont des symboles inertes et non des op�erations.

Notation.
On omettra les accolades lorsqu'on notera les singletons (dans des expressions

rationelles) :
{ L = f ag + f bag = a + ba et L � = ( a + ba) �
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{ A = a1 + a2 + � � � + an

Exemple.

A � tous les mots (surA)
aA� mots qui commencent para ;
A � a mots qui �nissent par a ;
(aa + b) � mots dans lesquels les facteurs maximaux form�es dea

cons�ecutifs sont de longueur paire ;
(ab� a + b) � mots qui ont un nombre pair de a.

D�e�nition 1.3.3 (Automate).
Un automate A sur l'alphabet A est un quintuplet (Q; A; E; I; F ) o�u Q est

�ni, I � Q, F � Q et E � Q� A � Q. On appelle les �el�ements deQ les �etats, ceux
de I les �etats initiaux, ceux de F les �etats �naux et ceux de E les transitions.

Notation.
On notera les transitions : p a! q (au lieu de (p; a; q) 2 E).

Exemple.
A = ( f 1; 2g; f a; bg; f (1; b;1); (1; a; 2); (2; b;2); (2; a; 1)g; f 1g; f 1g)

1b 2 b

a

a

Fig. 1.1 { Exemple d'automate

D�e�nition 1.3.4 (Chemin).
Un chemin (dans l'automate (Q; A; E; I; F )) est une suite �nie de transitions

cons�ecutives : pi
a i +1! pi +1 . On le note :

p0
a1! p1

a2! p2
a3! � � �

an � 1! pn � 1
an! pn

On dit que p0 est l'�etat de d�epart et pn , l' �etat d'arriv�ee .

Exemple.

La suite 2 a! 1 b! 1 b! 1 a! 2 b! 2 est un chemin dans l'automate de l'exemple
pr�ec�edent.

D�e�nition 1.3.5 ( �Etiquette d'un chemin).
Par d�e�nition, l' �etiquette du chemin p0

a1! p1
a2! p2

a3! � � �
an � 1! pn � 1

an! pn est
le mot a1a2 : : : an � 1an .

Notation.
On peut �etendre la relation \ ! " aux mots en notant (dans un automate �x�e)

p w! q l'existence d'un chemin dep �a q �etiquet�e par w.

Exemple.
L'�etiquette du chemin de l'exemple pr�ec�edent est abbab.
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D�e�nition 1.3.6 (Chemin acceptant).
Un chemin est dit acceptant ou r�eussi lorsque l'�etat de d�epart est initial et

l'�etat d'arriv�ee est �nal.

D�e�nition 1.3.7 (Mots accept�es).
Un mot est dit accept�e par l'automate A s'il est l'�etiquette d'un chemin

acceptant deA.

Notation.
On note L (A), le langage des mots accept�es parA.

Th�eor�eme 1.3.1 (Kleene, 1956).
Un langageL est rationnel si et seulement s'il existe un automate (�ni) A

tel que L = L(A).

Preuve.
Montrons par induction (sur la longueur de l'expression rationelle) que siL

est rationnel alors L n f "g est accept�e par un automate (ensuite, si besoin est,
on ajoute l'�etat initial dans les �etats �naux pour que " soit accept�e, une fois
l'automate normalis�e).

{ L = a :

1 2
a

Fig. 1.2 { Preuve de Kleene : automate d�ecrivant a

{ L = L 0+ L 00: voir Fig . 1.4, page 13
{ L = L 0L 00: voir Fig . 1.5, page 13
{ L = ( L 0)� : voir Fig . 1.6, page 13
Pour l'autre sens de l'�equivalence, on renvoie le lecteur aux algorithmes ci-

dessous.
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1 A0 2

1 A00 2

Fig. 1.3 { Preuve de Kleene : automates de baseL 0 et L 00

1

A0

A00

2

Fig. 1.4 { Preuve de Kleene : union de deux automates

1 2A0 A00 3

Fig. 1.5 { Preuve de Kleene : produit de deux automates

1

A0

2

3

Fig. 1.6 { Preuve de Kleene : �etoile d'un automate (l'�etat 2 s'ob tient par la
fusion des �etats �naux et initiaux de A0, puisqu'on travaille sans "-transitions)
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Algorithme (McNaugton-Yamada).
On supposeQ = f 1; : : : ; ng, et on pose :

L k
q;q0 = f a1a2 : : : an � 1an

�
� n 2 N et q

a1! p1
a2! � � �

an! q0 avec8i; p i 2 f 1; 2; : : : ; kgg

Ainsi, on a : L (A) =
S

i 2 I;f 2 F L n
i;f . Or

L 0
q;q0 = f a

�
� (q; a; q0) 2 Eg

L k+1
q;q0 = L k

q;q0 + L k
q;k +1 (L k

k+1 ;k +1 )� L k
k+1 ;q0:

Ceci permet de conclure par r�ecurrence surk.

Algorithme (M�ethode par �elimination).
Voir Fig . 1.7, page 15 et suivantes (sur cet exemple, on trouve �nalement

L = ( a + ab� a)� ).

Lemme 1.3.2 (Lemme d'Arden).
Soit �a r�esoudre l'�equation en le langage X : X = KX + L . Alors :
{ si " 62K , l'unique solution est X = K � L .
{ si " 2 K , les solutions sont de la formeX = K � (B + L), o�u B � A � .

Preuve.
Notons queK � L est solution de l'�equation : en e�et K � L = K (K � L) + L .
Soit maintenant X une solution de l'�equation X = KX + L . On a L � X

et, par r�ecurrence imm�ediate, K � L � X .
Pour montrer l'autre inclusion, on distingue deux cas :
{ si " =2 K , montrons par l'absurde queK � L = X en supposant queX nK � L

est non vide.
Soit donc u, un mot de X nK � L de longueur minimale. Commeu =2 L , ce
mot s'�ecrit u = kx aveck 2 K et x 2 X ; alors x =2 K � L car si ce n'�etait
pas le cas, on auraitu 2 K � L . Or k 6= " ; donc jxj < juj ce qui contredit la
minimalit�e de juj. La contradiction montre que X n K � L est vide, ce qui
est le r�esultat attendu.

{ si " 2 K , remarquons d'abord que pour tout B � A � , K � (B + L) est
solution de l'�equation.
Montrons alors que siX est solution de l'�equation on a X = K � (X + L). Le
r�esultat X � K � (X + L) est imm�ediat. Mais on a aussi, X �etant solution
de l'�equation, L � X . Ce qui donneX = X + L ; et ainsi, par r�ecurrence
imm�ediate, K � (X + L) � X .

Algorithme (M�ethode de Gauss).
Pour q 2 Q = f 1; : : : ; ng, soit X q l'ensemble des mots �etiquettes d'un chemin

de q �a un �etat �nal. Alors, pour trouver L (A) =
S

i 2 I X i , on r�esout, grâce au
lemme d'Arden, le syst�eme :

8i; X i =
� P

( i;a;j )2 E aX j + " si i est �nalP
( i;a;j )2 E aX j sinon
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1 2 3 4

b
ba

b

a

b

b a a

Fig. 1.7 { M�ethode par �elimination : on normalise.

1 2 3

b+ ab� a

b+ ab� a b+ ab� a

ab� a + b

Fig. 1.8 { M�ethode par �elimination : nouvelle normalisation

1 2
b+ ab� a + XX � X

Fig. 1.9 { M�ethode par �elimination : on conclut (avec X = b+ ab� a).
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1.4 Automates d�eterministes

D�e�nition 1.4.1 (Automate d�eterministe).
Un automate A = ( Q; A; E; I; F ) est d�eterministe si :
{ jI j = 1 ;
{ si ( p; a; q) et (p; a; q0) 2 E alors q = q0.

Voir Fig . 1.10, page 16 etFig . 1.11, page 16.

0b 1 b

a

a

Fig. 1.10 { Automate d�eterministe

0

a; b

1 2

a; b

a b

Fig. 1.11 { Automate non d�eterministe (langage reconnu : A � abA� )

Proposition 1.4.1.
Tout automate est �equivalent �a (accepte le même langage que) un automate

d�eterministe.

Preuve.
Soit A = ( Q; A; E; I; F ). On pose

Â =
�
P (Q); A; Ê; Î = f I g; F̂ = f P � Q

�
� P \ F 6= ;g

�

avecÊ =
�

(P; a; P0)
�
� P0 = f q

�
� 9p 2 P; p a! qg

	
:

Ainsi, Â est d�eterministe et accepte le même langage queA (comme le montre
le lemme suivant).

Voir Fig . 1.12, page 18.

Lemme 1.4.1.
Pour tout w 2 A � , il existe un chemin deI �a P dans Â �etiquet�e par w si et

seulement siP = f q
�
� 9i 2 I; w! q dans Ag

D�e�nition 1.4.2 (Automate complet).
Un automate est dit complet lorsque8p 2 Q; 8a 2 A; 9q 2 Q; (p; a; q) 2 E .



1.5. QUOTIENTS 17

Notation.
Dans un automate d�eterministe complet A = ( Q; A; E; I; F ), on notera (pour

q 2 Q et a 2 A) q � a l'unique �etat p tel que (q; a; p) 2 E .

Proposition 1.4.2.
Tout automate est �equivalent �a un automate complet.

Preuve.
Il su�t d'introduire un �etat p 62Q, le puit, et poserA0 = ( Q[f pg; A; E 0; I; F ),

avec E 0 = E [ f (q; a; p)
�
� q 2 Q [ f pg et 6 9q0

�
� (q; a; q0) 2 Eg. Notons que

si A est d�eterministe, l'automate compl�et�e A0 l'est �egalement (voir Fig . 1.13,
page 18).

Corollaire 1.4.1 (Clôture par compl�ementation).
Si L � A � est rationnel, alors A � n L est rationnel.

Preuve.
Si A = ( Q; A; E; I; F ) est d�eterministe et complet et L (A) = L , alors, pour

A0 = ( Q; A; E; I; Q n F ), L (A0) = A � n L .

1.5 Quotients

Pour toute cette partie, on consultera [BBC93].

D�e�nition 1.5.1 (Langages quotients).
Soit L � A � . Le quotient �a gauche deL par u 2 A � est u� 1L = f v

�
� uv 2 Lg.

Le quotient �a gauche deL par K � A � est K � 1L =
S

k2 K k � 1L .

Proposition 1.5.1.
On a les relations suivantes :
{ pour u 2 A � , u� 1(L + L 0) = u� 1L + u� 1L 0

{ pour a 2 A, a� 1(LL 0) = ( a� 1L)L 0+ � (L )a� 1L 0, avec� (L ) =
�

" si " 2 L
; sinon

{ pour a 2 A, a� 1(L � ) = ( a� 1L)L �

{ pour u; v 2 A � , (uv) � 1L = v� 1(u� 1L).

Proposition 1.5.2.
Un langageL est rationnel si et seulement si il a un nombre �ni de quotients

�a gauche.

On consultera �egalement, pour ce crit�ere de rationalit�e , [Sak03], P.127.

Preuve. Soit tout d'abord L , un langage rationnel accept�e par un automate
d�eterministe complet A = ( Q; A; E; I; F ). Pour u 2 A � , on note qu le dernier
�etat du chemin d'�etiquette u partant de l'�etat initial. Alors

u� 1L = f v
�
� il existe un chemin dequ �a un �etat �nal �etiquet�e par vg

Ainsi qu = qu0 ) u� 1L = u0� 1L . Et donc jf u� 1L
�
� u 2 A � gj � j Qj.

(Voir Fig . 1.14, page 18)
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0 0; 1 0; 2 0; 1; 2

a

b

b a

a b

a

b

Fig. 1.12 { Automate de 1.11 une fois d�eterminis�e

puits

a; b; c

Fig. 1.13 { Ajout d'un �etat-puits sur l'alphabet f a; b; cg

L qu
u

Fig. 1.14 { Quotientage �a gauche
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Soit �a pr�esent L un langage ayant un nombre �ni de quotients �a gauche. On
d�e�nit un automate AL = ( Q; A; E; I; F ) par :

Q = f u� 1L
�
� u 2 A � g

I = f Lg

F = f u� 1L
�
� " 2 u� 1Lg = f u� 1L

�
� u 2 Lg

E = f (u� 1L; a; (ua) � 1L = a� 1(u� 1L))
�
� u 2 A � ; a 2 Ag:

On montre alors queL u! u� 1L , et, de l�a, que AL accepteL .

Exemple.
Soit L = ( ab) � . On a alors :a� 1L = bL, b� 1L = ; , a� 1(bL) = ; et b� 1(bL) =

L .

L bL

;

a; b

a

b

a
b

Fig. 1.15 { Exemple 1.5 : Automate minimal obtenu par l'�enum�era tion des
quotients du langage

1.6 Morphismes d'automates

D�e�nition 1.6.1 (Morphisme).
Soit A = ( Q; A; E; I = f ig; F ) et A0 = ( Q0; A; E 0; I 0 = f i 0g; F 0), deux auto-

mates d�eterministes. Une application � : Q ! Q0 est un morphisme d'automates
si :

{ � (i ) = i 0

{ � (q) 2 F 0 , q 2 F
{ ( q; a; q0) 2 E ) (� (q); a; � (q0)) 2 E 0.

Proposition 1.6.1.
Soit A et A0 deux automates d�eterministes complets et� un morphisme de

A vers A0. Alors L (A) = L (A0).

Preuve.
Si u = a1a2 � � � an 2 L(A), on a :

i
a1! q1

a2! q2 ! � � �
an! qn 2 F

et ainsi
i 0 = � (i )

a1! � (q1)
a2! � (q2) ! � � �

an! � (qn ) 2 F 0
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Si u = a1a2 � � � an =2 L(A), on a :

i
a1! q1

a2! q2 ! � � �
an! qn =2 F

et ainsi
i 0 = � (i )

a1! � (q1)
a2! � (q2) ! � � �

an! � (qn ) =2 F 0

D�e�nition 1.6.2 (Surjectivit�e).
Un morphisme � : Q ! Q0 est dit surjectif si � (Q) = Q0

D�e�nition 1.6.3 (Quotient).
Un automate A0 est dit quotient de l'automate A s'il existe un morphisme

surjectif de A sur A0.

Proposition 1.6.2.
L'automate AL (d�e�ni dans la preuve de la proposition 1.5.2, 17) est un

quotient de tout automate d�eterministe, complet et �emond�e (dont tous les �etats
sont accessibles) qui accepte L.

Preuve.
Soit A = ( Q; A; E; I; F ) d�eterministe, complet et �emond�e.

Pour q 2 Q, on d�e�nit :

L q = f v
�
� il existe un chemin deq �a un �etat �nal �etiquet�e par vg

= L(Q; A; E; f qg; F )

Ainsi, s'il existe un chemin de i �a q �etiquet�e par u alors L q = u� 1L . D�e�nis-
sons� par � : q 2 Q 7! L q (et donc � (i ) = L ).

Alors, q 2 F , " 2 L q , � (q) �nal dans AL . De plus, lorsquei
u
 q

a
! q0

dans A, on a :

L q = u� 1L

donc L q0 = ( ua) � 1L = a� 1(u� 1L) (1.1)

Ainsi, ( L q; a; L0
q) est une transition de AL , ce qui montre que� est un morphisme

d'automate (la surjectivit�e est �evidente).

D�e�nition 1.6.4 (Congruence).
On appelle congruence sur A (automate d�eterministe complet) toute une

relation d'�equivalence � sur Q qui v�eri�e (pour tout q; q0 et a) :
{ q � q0 ) (q 2 F , q0 2 F )
{ q � q0 , q � a � q0 � a

Proposition 1.6.3.
Si � est un morphisme deA sur A0 et si A0 est muni d'une congruence� 0,

alors, la relation � d�e�nie par : q � q0 , � (q) � 0 � (q0) est une congruence.

Proposition 1.6.4.
Si � est une congruence surA, posons :

A0 =
�
Q= � ; A; E; I = f [i ]g; F = f [q]

�
� q 2 F g

�

avec E = f ([q]; a; [qa])
�
� q 2 Qg (1.2)
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Alors, � : Q ! Q= � est un morphisme.
([q] d�enote bien entendu la classe de l'�etatq pour la relation d'�equivalence

� )

Proposition 1.6.5.
La relation � N d�e�nie par : q � N q0 , L q = L q0 est une congruence appel�ee

congruence de N�erode.

1.6.1 Calcul de la congruence de N�erode

M�ethode it�erative

D�e�nissons :

q � 0 q0 , (q 2 F , q0 2 F )

q � i +1 q0 , q � i q0 et 8a 2 A; q � a � i q0 � a (1.3)

Proposition 1.6.6.
Il existe k � j Qj tel que � k = � k+1 . De plus, � k = � k+ n pour tout n � 0 et

� k est la congruence de N�erode.

Preuve.
Les deux premi�eres a�rmations sont �evidentes et on conclut par r�ecurrence.

Si q 6�k q0 alors (comme� k = � k+1 ), qa 6�k q0a, et donc L q 6= L q0 d'o�u q 6�N q0.
Cela montre que� k est moins �ne que la congruence de N�erode.

Mais, si q � k q0, alors pour tout u = a1 � � � an on a :

q
a1! � � �

an! qn 2 F , q0 a1! � � �
an! q0

n 2 F

Ce qui implique queq � N q0.

Algorithme de Hopcroft

D�e�nition 1.6.5 (Stabilit�e et coupure).
Soit A = ( Q; A; E; I; F ) un automate complet d�eterministe �emond�e, a 2 A

et B; C � Q.
On dit que B est stablepour (C; a) si l'une des deux conditions suivantes est

remplie :
{ B � a � C
{ B � a \ C = ;

o�u B � a = f q � a
�
� q 2 B g.

Sinon, on dit que (C; a) coupe B et on pose :

B1 = f q 2 B
�
� q � a 2 Cg

B2 = f q 2 B
�
� q � a =2 Cg (1.4)

Remarque.
Ainsi, une partition f P1; : : : ; Ppg de Q compatible avecF est une congruence

si et seulement si8Pi ; Pj ; a 2 A, Pi est stable pour (Pj ; a).

Proposition 1.6.7.
Soit B � Q, C = C1

U
C2 (

U
repr�esente l'union disjointe), alors :
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{ Si B est stable pour(C1; a) et (C2; a) alors B est stable pour(C; a).
{ Si B est stable pour(C1; a) et (C; a) alors B est stable pour(C2; a).

Algorithme.

P := ( F; Q n F )
if jF j � j Q n F j then

S := f (F; a)
�
� a 2 Ag

else
S := f (Q n F; a) : a 2 Ag

end if
while S 6= ; do

(C; a) := un �el�ement de S
S = Sn f (C; a)g
if (C; a) coupe B en B1; B2 then

remplacer B par B1; B2 dans P
for all b 2 A do

(boucle en complexit�e proportionnelle �a jCjjaj)
if (B; b) 2 S then

remplacer (B; b) par (B1; b) et (B2; b)
else if jB1j � j B2j then

ajouter (B1; b) �a S
else

ajouter (B2; b) �a S
end if

end for
end if

end while

Voir [BBC93]

Preuve.

Terminaison
Le nombre de coupures est born�e parjQj.
�A la terminaison, la partition calcul�ee correspond �a la congruence de N�e-
rode.

Validit�e

Notation.
P est stable pour (C; a) si 8P 2 P, P est stable pour (C; a).

On a l'invariant suivant :

Proposition 1.6.8.
Pour tout a 2 A et P 2 P, P est combinaison bool�eenne de :
{ parties C telles queP est stable pour(C; a) ;
{ parties C telles que(C; a) 2 S.

On obtient donc bien une congruence. Il reste �a montrer qu'il s'agit de la
congruence de N�erode, cela se fait par r�ecurrence.
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Complexit�e
La complexit�e totale est en � ( jAjjQj logjQj).

1.7 Lemmes de l'�etoile

On les appelle �egalement lemmes d'it�eration, ou de pompage. On consultera
pour ce crit�ere de rationalit�e [Sak03], p. 77.

Il existe une multitude de variantes pour ce lemme ; nous en pr�esentons les
principales. Leurs d�emonstrations sont toutes bas�ees sur un usage plus ou moins
�n du principe des tiroirs (les tiroirs �etant les �etats d'u n automate reconnaissant
le langage), ou de sa version plus �evolu�ee : le th�eor�eme de Ramsey.

Proposition 1.7.1 (Lemme de l'�etoile faible 1).
Si L est rationnel, il existe un entier n tel que :

(
jf j � n

f 2 L
)

(
9 (u; v; w) 2 A � ; v 6= "

f = uvw et uv� w � L

Exemple.
Grâce �a ce lemme, on peut montrer queL = f an bn

�
� n � 0g n'est pas

rationnel.

Par contre, L [ (A � baA� ) v�eri�e la condition de rationnalit�e de ce lemme
sans pour autant être rationnel { ce qui montre que cette condition n'est que
su�sante.

Proposition 1.7.2 (Lemme de l'�etoile faible 2).
Si L est rationnel, il existe un entier n tel que :

jf j � n
f 2 L

�
)

(
9 (u; v; w) 2 A � ; v 6= " et juvj � n
f = uvw et uv� w � L

Proposition 1.7.3 (Lemme de l'�etoile faible 3).
Si L est rationnel, il existe un entier n tel que :

f = xyz avec jyj � n
f 2 L

�
)

(
9u; v; w

�
� v 6= "

y = uvw et xuv � wz � L

Proposition 1.7.4 (Lemme de l'�etoile faible 4).
Si L est rationnel, il existe un entier n tel que :

f = xu1 � � � un z
f 2 L et (8i )ui 2 A+

�
)

(
9 (i; j ) ; 0 � i < j � n
xu1 � � � ui (ui +1 � � � uj )� uj +1 � � � un z � L

Malheureusement, cette condition n'est toujours pas n�ecessaire, comme le
montre le langageL = f ai 1 bai 2 b� � � ai n b

�
� 9j; i j 6= j g

Pour pr�esenter la version la plus aboutie du lemme de l'�etoile, nous avons
besoin de quelques d�e�nitions.
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D�e�nition 1.7.1 (Propri�et�es � k et � 0
k ).

L v�eri�e la propri�et�e � k (resp. � 0
k ) pour k � 0 si :

8i; u i 2 A+ ; 8f = xu1u2 � � � uk z; 9 (i; j ) ; 0 � i < j � k tels que :

f 2 L , 8 n � 0; xu1 � � � ui (ui +1 � � � uj )n uj +1 � � � uk z 2 L

(resp. f 2 L , xu1 � � � ui uj +1 � � � uk z 2 L)

Proposition 1.7.5 (Lemme de l'�etoile fort).
Soit L , un langage. Il y a �equivalence entre :

1. L est rationnel.

2. Il existe k 2 N tel queL v�eri�e � k .

3. Il existe k 2 N tel queL v�eri�e � 0
k .

Notation.
Si E est un ensemble, on noteraP k (E ) l'ensemble des parties �ak �el�ements

de E.

On admettra le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 1.7.1 (Ramsey).
Pour tout triplet d'entiers naturels (k; m; r ), il existe un entier N (k; m; r )

tel que pour tout :
{ E , ensemble tel quejE j � N ;
{ C, ensemble tel quejCj = m ;
{ f , une fonction : P k (E ) ! C.

il existe F � E tel que :
{ jF j � r ;
{ jf (P k (F )) j � 1.

Pour la preuve du th�eor�eme de Ramsey, on consultera [vLW92].

Preuve du lemme de l'�etoile fort.

Trivialit�es
Tout d'abord, il est �evident que (1 :) ) (2:) et que (2:) ) (3:). Il reste
donc �a montrer que (3:) ) (1:).

D�emarche
On montre dans un premier temps que siL satisfait � 0

k , alorsu� 1L satisfait
� 0

k pour tout mot u.
Dans un deuxi�eme temps, on montre que le nombre de langages v�eri�ant
� 0

k est �ni.
Finalement, avec ces deux r�esultats, on obtient qu'un langage v�eri�ant � 0

k
a un nombre �ni de quotients �a gauche. La proposition 1.5.2 montre alors
qu'il est rationnel.

Premier temps
Soit un mot u et un entier k, �x�es. Supposons queL v�eri�e � 0

k .
Soit alors f , un mot qui s'�ecrit : xu1u2 � � � uk z avec8i; u i 6= " .
Ainsi, f 2 u� 1L , uf 2 L , uxu1 � � � ui � � � uj +1 � � � uk z 2 L .
Il est alors imm�ediat que u� 1L satisfait � 0

k .
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Deuxi�eme temps
Appliquons le th�eor�eme de Ramsey pour k = m = 2 et r = k + 1, on a
donc un entier N = N (2; 2; k + 1).
Montrons maintenant que pour deux langagesL et K v�eri�ant � 0

k , si L \
(" + A)N = K \ (" + A)N alors K = L . Et cela permettra de conclure
puisque (" + A)N est �ni.

On montre par r�ecurrence sur jf j que f 2 K , f 2 L :
D�ej�a, cette propri�et�e est imm�ediate lorsque jf j � N .
Sinon, jf j � N + 1, et on �ecrit f = a0 � � � aN w o�u 8i; a i 2 A et w 2 A � .
Posons maintenant :

X = f (i; j )
�
� a0 � � � ai aj +1 � � � aN w 2 Lg

Si l'on poseE = f 1; : : : ; N g, C = f 0; 1g et f (i; j ) =
�

0 si (i; j ) 2 X
1 sinon

le th�eor�eme de Ramsey (pour (k = 2 ; m = 2 ; r = k + 1)) nous donne un
ensemble �a k + 1 �el�ements F = f i 0; : : : ; i k g tel que l'on est dans l'un des
deux cas :
{ Pour tout couple d'entiers ( m; n) v�eri�ant 0 � m < n � k, on a

(i m ; i n ) 2 X (soit a0 � � � ai m ai n +1 � � � aN w 2 L).
{ Pour tout couple d'entiers ( m; n) v�eri�ant 0 � m < n � k, on a

(i m ; i n ) =2 X (soit a0 � � � ai m ai n +1 � � � aN w =2 L).

On peut alors �ecrire f sous la formexv1v2 � � � vk y avec :
{ x = a0a1 � � � ai 0 � 1 ;
{ vj = ai j � 1 ai j � 1 +1 � � � ai j � 1 pour 1 � j � k ;
{ y = ai k +1 � � � aN .
On utilise alors la propri�et�e � 0

k deK avec la factorisation def ci-dessus. On
obtient donc deux entiers� et � tels quef 2 K , a0 � � � ai � ai � +1 � � � aN w 2
K .

Or, par r�ecurrence, a0 � � � ai � ai � +1 � � � aN w 2 K , a0 � � � ai � ai � +1 � � � aN w 2
L. Comme on avait f 2 L , a0 � � � ai � ai � +1 � � � aN w 2 L, on a bien l'�equi-
valence recherch�ee.

Voir [Sak03].

1.8 Reconnaissance par morphisme

D�e�nition 1.8.1 (Mono •�de).
On appele mono•�de tout ensemble muni d'une loi de composition interne

associative qui poss�ede un �el�ement neutre.

Exemple.
{ A � , muni de la concat�enation (pour A, alphabet quelconque)
{ G groupe, muni de sa loi naturelle (par exemple :Z=2Z)
{ M = f 1; �; � g, o�u 1 est l'�el�ement neutre et o�u la loi sur les autres �el� ements

est d�e�nie ainsi :
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{ �� = � 2 = �
{ � 2 = �� = �

D�e�nition 1.8.2 (Morphisme de mono •�des).
Soit M et M 0 deux mono•�des. On appellemorphisme deM dans M 0 toute

application � : M ! M 0 qui v�eri�e :
{ � (1M ) = 1 M 0

{ � (xy) = � (x)� (y), pour tout couple de mots (x; y).

D�e�nition 1.8.3 (Reconnaissance par morphismes).
On dit qu'un langage, L � A � , est reconnu par le morphisme � : A � ! M

si et seulement si il existe une partieP de M telle que L = � � 1(P) (on a donc
P = � (L ) | P est unique si et seulement si le morphisme est surjectif1).

Exemple (pour M = Z=2Z).
{ � : A � ! M

w 7! j wj mod 2
(dans ce cas :� � 1(0) = ( A2)� )

{ � : A � ! M
w 7! j wja mod 2

(dans ce cas :� � 1(0) = ( ab� a + b) � )

Exemple (pour M = f 1; �; � g et A = f a; bg).
� : A � ! M d�e�ni par :

� (w) =

8
<

:

1 si w = "
� si w 2 aA �

� si w 2 bA�

D�e�nition 1.8.4 (Reconnaissance par mono •�de).
On dit qu'un mono•�de M reconnâ�t le langageL s'il existe un morphisme

� : A � ! M qui reconnâ�t L .

Proposition 1.8.1 (Rationnalit�e par morphisme).
Soit L � A � . L est rationnel si et seulement s'il existeM un mono•�de �ni

et un morphisme � : A � ! M , qui reconnâ�t L .

Preuve.
Si L est reconnu par � : A � ! M (M pouvant plus g�en�eralement être un

mono•�de quelconque), on construit l'automateA = ( Q; A; E; I; F ) d�e�nit par :
{ Q = M
{ I = f 1g
{ F = � (L )
{ E = f (m; a; m� (a))

�
� m 2 M; a 2 Ag

Cet automate reconnâ�t L , ce qui prouve un sens de l'�equivalence.

Exemple.
Pour M = f 1; �; � g et la loi d�ej�a rencontr�ee en 1.8 : Voir Fig . 1.16, page 30.

Pour le sens direct, on utilise les d�e�nitions suivantes :

D�e�nition 1.8.5 (Mono •�de des relations binaires).
Soient r et r 0 deux relations binaires sur un même ensembleE. On d�e�nit

la composition de ces deux relations, not�eerr 0 par :

rr 0 = f (x; z)
�
� 9y(x; y) 2 ret (y; z) 2 r 0g

1On peut toujours supposer que � est surjectif en le co-restreignant �a son image.
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On notera RE le mono•�de des relations binairessur l'ensembleE (muni de la
loi d�ecrite ci-dessus).

D�e�nition 1.8.6 (Morphisme des transitions).
�Etant donn�e un automate A = ( Q; A; E; I; F ), le morphisme � : A � ! RQ

d�e�nit par :
� (w) = rw = f (q; q0)

�
� q w! q0 dans Ag

est appel�e morphisme des transitionsde A (� (A � ) est appel�e mono•�de des tran-
sitions).

Avec ce morphisme, il su�t de prendre :

P = f r
�
� 9i 2 I; 9f 2 F; (i; f ) 2 rg

pour avoir le r�esultat recherch�e.

D�e�nition 1.8.7 (Sous-mono •�de).

M 0 est appel�e sous-mono•�de de M lorsque M 0 � M et M 0 id
,! M est un

morphisme.

D�e�nition 1.8.8 (Mono •�de quotient).
On dit que M 0 est quotient de M s'il existe un morphisme surjectif � : M 7!

M 0.

D�e�nition 1.8.9 (Mono •�de diviseur).
On dit que M 0 divise M si M 0 est quotient d'un sous-mono•�de M 1 de M .

Notation ( M 0 divise M ).
On note cela :M 0C M

Voir le sch�ema de ces relationsFig . 1.17, page 30.

Proposition 1.8.2 (Ordre de la division).
La relation divise est une relation d'ordre sur l'ensemble des mono•�des �nis.

Remarque.
On perd l'antisym�etrie lorsque les mono•�des sont in�nis.

Exemple.
On peut illustrer ce fait avec M = f a; bg� et M 0 = f a; b; c; dg� (remarquez

que M  M 0). Et en consid�erant les morphismes d�e�nit par :

� : M ! M 0 : w 7! w

� : M 0 ! M :

8
>><

>>:

a 7! aa
b 7! bb
c 7! ab
d 7! ba

Preuve.
La r�e
exivit�e est �evidente et l'antisym�etrie se v�eri� e facilement par �equipo-

tence.
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Pour la transitivit�e, supposons que M C M 0C M 00, alors :

M 2
id
,! M 0

1
id
,! M 00

# � # � 0

M 1
id
,! M 0

# �
M

D�e�nition 1.8.10 (Congruence).
Une relation d'�equivalence � d�e�nie sur M est appel�eecongruencesi :

x � x0

y � y0

�
) xy � x0y0

Proposition 1.8.3.
(M= � ) est un mono•�de pour la loi d�e�nie par [x][y] = [ xy] (o�u [x] d�esigne

la classe dex dans l'ensemble quotient).

Remarque.
Il su�t de montrer que y � y0 ) 8 x; z xyz � xy0z.

D�e�nition 1.8.11 (Contexte).
Pour tout langage L � A � , on appellecontexte de y 2 A � l'ensembleC(y) =

f (x; z) 2 (A � )2 : xyz 2 Lg.

Proposition 1.8.4.
La relation � L d�e�nie ci-dessous est une congruence :

y � L y0 , C(y) = C(y0) , 8 x; z 2 A � (xyz 2 L , xy0z 2 L)

Preuve.
Si y � L y0, on a 8x; z 2 A � , C(xyz) = C(xy0z) et donc xyz � L xy0z.

D�e�nition 1.8.12 (Congruence syntaxique de L).
On appelle congruence syntaxiquela congruence� L .

D�e�nition 1.8.13 (Mono •�de syntaxique).
Le mono•�de syntaxiqueest : M (L ) = A � =� L

Proposition 1.8.5.

1.
M reconnâ�t L

M
id
,! M 0

)

) M 0 reconnâ�t L

2.
M reconnâ�t L
M quotient de M 0

�
) M 0 reconnâ�t L

3.
M reconnâ�t L
M C M 0

�
) M 0 reconnâ�t L
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Preuve.
1. et 3. sont �evidents.
2. : pour a 2 A, d�e�nissons � 0(a) = m 2 M 0 pour m v�eri�ant � (m) = � (a).
Ensuite, on d�e�nit � sur tout mot ! = a1 � � � an par � (! ) = � (a1) : : : � (an ).
Alors, par d�e�nition � (� 0(! )) = � (! ).
Et en posant P0 = � � 1(P), on a bien � 0� 1(P0) = � � 1(P).

Proposition 1.8.6.
M (L ) reconnâ�t L .

Preuve.
En e�et, � : A � ! M (L )

! 7! !
est un morphisme et L = � � 1(P) o�u P =

f !
�
� ! 2 Lg.

Proposition 1.8.7.
Soit L 2 A � et M un mono•�de. Alors,

M reconnâ�t L , M (L ) C M

Preuve.
En utilisant les propositions 1.8.5 et 1.8.6, on obtient imm�ediatement que,

si M (L ) C M , alors M reconnâ�t L .
R�eciproquement, si M reconnâ�t L , soit un morphisme � : A � ! M tel que

L = � � 1(P) pour un certain P � M ; M 0 = � (A � ) est un sous-mono•�de deM .

A � �
! M 0

# � . � 0

M (L)

On peut poser � 0(� (! )) = � (! ) car si � (! ) = � (! 0) alors � (x)� (! )� (y) 2
P , � (x)� (! 0)� (y) 2 P donc x!y 2 L , x! 0y 2 L .

Exercice.
Montrer que M (L ) est le mono•�de de transition de l'automate minimal de

L .

Exemple.
Soit L = ( ab) � . L'automate minimal est dessin�e �a la �gure 1.15.
On a alors la table de lecture 1.1 (page 30).
Le mono•�de associ�e comporte 6 �el�ementsf 1; 0; �; �; ��; �� g et a les propri�e-

t�es suivantes :
{ ��� = �
{ ��� = �
{ � 2 = � 2 = 0
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0 1 2
1 = " 0 1 2

aba= a 1 2 2
bab= b 2 0 2

0 = bb= aa 2 2 2
ab 0 2 2
ba 2 1 2
bb 2 2 2

aba 1 2 2
bab 2 0 2

Tab. 1.1 { Table de construction du morphisme associ�e �aFig . 1.15, page 19

1

�

a; b

�

a; b

a

a

Fig. 1.16 { Exemple d'automate construit �a l'aide d'un morphism e de mono•�des
reconnaissant un langage rationnel

M 1 M 0

M

i

�

Fig. 1.17 { Diagramme des relationssous-mono•�de, quotient impliqu�ees par la
relation divise.
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1.9 Langages sans �etoile

D�e�nition 1.9.1 (Langage sans �etoile).
La famille des langages sans �etoileest la plus petite famille E telle que :

{ ; 2 E et 8a 2 A; f ag 2 E;
{ E est stable par union ((K; L ) 2 E2 ) K + L), concat�enation (( K; L ) 2

E2 ! KL ) et compl�ementation ( K 2 A � n K ).
Ainsi, si K et L appartiennent �a E, alors K + L et KL appartiennent �a L

Exemple.
On a :
{ A � = An; et est donc un langage sans �etoile.
{ ( ab) � 2 E car il s'�ecrit aussi ( ab) � = ( aA� \ A � b) n A � (aa + bb)A � .
{ ( aa) � n'est pas sans �etoile.

D�e�nition 1.9.2 (Groupe contenu dans un mono •�de).
On dit qu'un groupe G est contenu dans un mono•�de M si :

1. G � M

2. 8(g; g0) 2 G2; g:Gg0 = g:M g0

Attention, �a priori 1 G 6= 1 M . On dit que M est ap�eriodique s'il ne contient pas
de groupe non trivial.

Th�eor�eme 1.9.1 (Sch •utzenberger).
L est sans �etoile si et seulement siM (L ) est ap�eriodique.

Preuve.
Le th�eor�eme se prouve ais�ement une fois d�emontr�es les six lemmes suivants :

Lemme 1.9.2.
Pour tout mono•�de �ni M ,

M est ap�eriodique () 8 m 2 M; 9 ! 2 N� ; m! = m! +1

Preuve.
=) : Montrons cela par contraposition.
Supposons que dans un mono•�de, M , il existe m tel que : 8! � 0; m! 6=

m! +1 . Alors, M �etant �ni, 9k; l 2 N� ; mk+ l = mk . Soit p = min f l 2 N�
�
� mk+ l =

mk , comme p � 2, on peut d�e�nir G = f mk ; mk+1 ; : : : ; mk+ p� 1g; G est un
groupe isomorphe �a Z = pZ, non trivial.

( = : Si 8m 2 M; 9!; m ! = m! +1 , alors pour tout groupe G contenu dans
M on a 8g 2 G; g! 0

= g! 0+1 (avec ! 0 = ppcmg2 G ! (g)) ce de quoi on d�eduit que
G est un groupe trivial.

Lemme 1.9.3.
Pour L � A � rationnel :

M (L ) ap�eriodique () (9w � 1
�
� 8(x; y; z); xyw z 2 L , xyw+1 z 2 L)

Notation.
Pour un langage tel queM (L ) ap�eriodique, on note i (L ) le plus petit entier

tel que 8(x; y; z); xy i (L ) z 2 L , xy i (L )+1 z 2 L .
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Lemme 1.9.4.
Pour K; L � A � rationnel :

i (f ag) = 1
i (K + L) � max(i (K ); i (L ))

i (KL ) � i (K ) + i (L ) + 1
i (A � n K ) = i (K )

On en d�eduit qui si L est sans �etoile alorsM (L ) est ap�eriodique.

Lemme 1.9.5 (E�acement).
Soit M ap�eriodique et p; m; q 2 M .

m = pmq ) m = pm = mq

Preuve.
On a :

m = pmq = pw mqw = pw mqw+1 = mq

et on proc�ede pareillement pour m = pm.

Lemme 1.9.6.
Pour M , un mono•�de ap�eriodique :

f mg = ( mM \ Mm ) n J

o�u J = f x 2 M
�
� m =2 MxM g.

Preuve.
Tout d'abord, m 2 mM \ Mm et de plus m 2 MmM donc m =2 J . D'o�u

f mg � (mM \ Mm ) n J .

Soit maintenant m0 2 (mM \ Mm ) n J ,
On a m0 2 mM \ Mm donc m0 = mp = qm.
D'autre part, m0 62J alors m 2 Mm 0M donc m = um0v.(

m0 = qm

m = um0v
donc m = uqmv. Et par e�acement, m = uqm = mv.

(
m = uqm

m0 = qm
donc m = um0.

(
m0 = mp

m = um0 donc m0 = um0p. Et par e�acement, m0 = um0.

Donc m = m0 d'o�u ( mM \ Mm ) n J � f mg.

Lemme 1.9.7.
Soit M , un mono•�de ap�eriodique, � : A � ! M un morphisme, et m 6= 1 .

Alors :
� � 1(m) = ( UA� \ A � V ) n (A � W A � )

o�u
U =

[

n� (a)M = mM
n 62mM

� � 1(n)a
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V =
[

Mm = M� (a)n
n 62Mm

a� � 1(n)

et

W = f a
�
� m 62M� (a)M g [

0

B
B
@

[

m 62M� (a) \ � (b)M
m 2 (M� (a)nM \ Mn� (b)M )

a� � 1(n)b

1

C
C
A

Preuve � � 1(m) sans �etoile.
Posonsr (m) = jMmM j. Faisons la d�emonstration par r�ecurrence sur jM j �

r (m) :
{ si r (m) = jM j, alors m = 1 et :

� � 1(1) = f a
�
� � (a) = 1 g� = A � n A � f a

�
� � (a) 6= 1 gA �

{ sinon; � � 1(m) = ( UA� \ A � V ) n A � W A �

Lemme 1.9.8.

n� (a)M = mM
n =2 mM

�
) r (n) > r (m)

Voir [Pin84] pour un expos�e complet.

Exemple.
Prenons L = ( ab) � et consid�erons M = f 1; �; �; ��; ��; 0g. On a M�M =

f 0; ��; ��; �; � g, ainsi :
{ � � 1(1) = "
{ � � 1(a) = ( ab� )a = ( aA � \ A � a) n A � (aa + bb)A �

(en prenant U = a; V = a; W = aa + bb).
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Chapitre 2

Langages alg�ebriques

Les langages alg�ebriques sont parfois appel�eslangages hors contexte, ou en-
corecontext-free dans la litt�erature anglaise. Pour tout ce chapitre, on se repor-
tera �a [Aut87].

2.1 Grammaires alg�ebriques

2.1.1 D�e�nitions et exemples

D�e�nition 2.1.1 (Grammaire).
Une grammaire G est un triplet ( A; V; P) o�u A, V et P sont des ensembles

�nis v�eri�ant :
P � V � (A [ V ) �

A est l'alphabet terminal, V est l'alphabet non terminal (constitu�e des va-
riables), et P est l'ensemble de r�egles.

Notation.
On note v ! u lorsque (v; u) 2 P. Par extension, on notev ! u1 + u2 +

� � � + un lorsque8i; (v; ui ) 2 P.

Exemple.
On d�e�nit une grammaire par :

A = f a; bg; V = f Sg; P : � S ! aSb+ " �

On verra que, pour cette grammaire,L G (S) = f an bn
�
� n 2 Ng.

D�e�nition 2.1.2 (D�erivation).
On dit que u sed�erive 1 en v (pour (u; v) 2 ((A + V ) � )2), et on note u ! v

lorsque il existe (�; � ) 2 ((A + V ) � )2; X 2 V tels que :

u = �X�; v = �w� et (X ! w) 2 P

Notation (D�erivation it�er�ee).
On note u ! k v s'il existe u1; u2; � � � ; uk � 1 tels que u ! u1 ! u2 ! � � � !

uk � 1 ! v.

Plus g�en�eralement, on notera u ! � v s'il existe un k tel que u ! k v.
1On parle aussi de production .

35
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Proposition 2.1.1 (Clôture de la d�erivation).
! � est la clôture r�e
exive et transitive de ! .

D�e�nition 2.1.3 (Langage engendr�e par une grammaire).
Soit G = ( A; V; P), une grammaire, et S 2 V . On d�e�nit :

L G (S) = f w 2 A �
�
� S ! � wg

Notation.
Par extension, on note \L G (S) = f w 2 (V [ A) �

�
� S ! � wg.

D�e�nition 2.1.4 (Langage alg�ebrique).
Un langage est ditalg�ebrique s'il peut être engendr�e par une grammaire (ie.

il s'�ecrit L G (S) pour un certain couple (G; S)).

Exemple.
{ G : S ! aS + b LG (S) = a� b
{ G : S ! aSa+ bSb+ a + b+ " L G = f palindromesg

{ Langage de Dyck
8
><

>:

A = f a; �a; b; �bg

S ! ST + "
T ! aS�a + bS�b

D2 = L G (T ) langage de Dyck primitif
D �

2 = L G (S) langage de Dyck

{ Langage de Luckasuwicz

S ! aSS + b

L G (S) = f w
�
� jwjb = jwja + 1 et pour tout pr�e�xe u; jujb � j ujag

Ce langage est not�e  L. Intuitivement, les mots de ce langage peuvent re-
pr�esenter :
{ un jeu de pile ou face o�u, sauf �egalit�e, a m�ene la partie tout le temps

(plus de victoires queb), sauf au dernier coup o�u b remporte.
{ une succession depush et de pop, en partant d'une pile vide, en com-

men�cant par un push, et en stoppant au dernierpop car e�ectu�e sur pile
vide.

{ Langage de Goldstine

L = f an 1 ban 2 b� � � an k b
�
� k > 0 et 9 j 2 N; nj 6= j g

L = L G (S) avec G pouvant être d�e�nie comme suit :

8
>>><

>>>:

T(A � ) ! aT(A � ) + bT(A � ) + "

T(a � b) ! aT(a � b) + b
T ! T(a � b) T a + " + aa

S ! T bT(A � ) b
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En e�et, nous avons clairementL G (S) = L � [ L + o�u :

L � = f (a� b)n an bA� bg

L + = f (a� b)n an +2 bA� bg

et alors :

u = an 1 ban 2 b� � � an k b 2 L , 9 j
�
� nj < j ou 9j

�
� nj > j

, u 2 L � ou u 2 L +

Quelques exemples et contre-exemples laiss�es en exercice:
{ f wAw0

�
� w 6= w0g n'est pas alg�ebrique ;

{ f wAw0
�
� w = w0g n'est pas alg�ebrique ;

{ f wAw0
�
� w 6= w0 et jwj = jw0jg n'est pas alg�ebrique ;

{ f ww0
�
� w 6= w0 et jwj = jw0jg est alg�ebrique.

2.1.2 Grammaires r�eduites

D�e�nition 2.1.5 (Grammaire r�eduite).
G est dite r�eduite pour S0 2 V si :

(
8 S 2 V; LG (S) 6= ;

8 S 2 V;9�; � 2 (A + V) � ; S0 ! � �S�

Th�eor�eme 2.1.1 (R�eduction).
Pour toute grammaire G = ( A; V; P) et tout S0 2 V �x�e 2, il existe une

grammaire G0 r�eduite pour T telle queL G (S0) = L G0(T )

Preuve.
1re �etape3 : suppression des variablesS telles queL G (S) = ; .

PosonsU0 = A, 8i 2 N; Ui +1 = Ui [ f S 2 V
�
� S ! w et w 2 U �

i g.
On a Ui � A [ V �ni et ( Ui ) i 2 N est croissante donc cette suite est constante

�a partir d'un certain rang.
Soit U =

S
i � 0 Ui . On prouve par r�ecurrence queU \ V = f S

�
� L G (S) 6= ;g .

On supprime ainsi les variables qui ne sont pas dansU \ V .
2e�etape : Suppression des variables inaccessibles �a partirde l'axiome

On d�e�ni r�ecursivement la suite d'ensembles de variables (Wi ) :
{ W0 = f S0g, 8 i 2 N
{ Wi +1 = Wi [ f S 2 V

�
� 9 S0 2 Wi ; S0 ! u1Su2 avecu1; u2 2 (A + V ) � g

On a Wi � V �ni et ( Wi ) i 2 N est croissante donc cette suite est constante �a
partir d'un certain rang.

Soit W =
S

i � 0 Wi . On a W = f S
�
� S0 ! � uSv pour un certain couple (u; v)g.

Ainsi, W ne garde que les variables accessibles depuisS0.

Lemme 2.1.2 (Fondamental).

Si u1u2 ! k v alors v s'�ecrit v1v2 et v�eri�e

(
u1 ! k1 v1

u2 ! k2 v2
et k = k1 + k2.

2S0 est souvent appel�e l' axiome.
3L'ordre des �etapes est important.
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2.1.3 Grammaires propres

D�e�nition 2.1.6 (Grammaire propre).
Une grammaire G = ( A; V; P) est dite propre si P ne contient pas de r�egle

d'une des deux formes suivantes :
{ S ! "
{ S ! S0.

D�e�nition 2.1.7 (Substitution).
�Etant donn�e un alphabet A, on dit qu'une application � : A � ! P (A � ) est

unesubstitution si pour tout w = w1w2 : : : wn 2 A � , on a� (w) = � (w1)� (w2) : : : � (wn ).

Proposition 2.1.2.
Pour toute grammaire G = ( A; V; P) et tout S 2 V , il existe une grammaire

propre G0 = ( A; V 0; P0) et S0 2 V 0 telle queL G0(S0) = L G (S) n f "g.

Preuve.
Construisonsf S

�
� S ! � "g.

PosonsU0 = f S
�
� S ! "g; Ui +1 = Ui [ f S

�
� S ! w et w 2 U �

i g.
Ainsi, ( Ui ) i 2 N est constante �a partir d'un certain rang ; et, par r�ecurren ce,

on peut montrer :
u =

[

i � 0

Ui = f S
�
� S ! � "g

Introduisons la substitution � d�e�nie par :
{ � (a) = a pour a 2 A
{ � (S) = S + " si S ! � �
{ � (S) = S sinon
�Etape 1 :
{ on supprime les r�egles S ! " .
{ on ajoute les r�egles S ! u lorsqueS ! w est une r�egle et u 2 � (w).
�Etape 2 :
On d�e�nit une relation d'�equivalence par :

S � S0 , (S ! � S0 et S0 ! � S)

On a S � S0 ) L G (S) = L G (S0).
On passe au quotientV= � : la relation ! � est alors un ordre (on vient

d'ajouter l'antisym�etrie). On retire alors les r�egles de la forme S ! S.
Si S est maximal, alors il n'y a pas de r�egleS ! S0, et on remplace chaque

r�egle S0 ! S, o�u S est maximal, par les r�eglesS0 ! w, o�u S ! w.
On supprime alors les �el�ements maximaux de la relation d'ordre et on re-

commence.

2.1.4 Syst�eme d'�equations associ�e �a une grammaire

Remarque (Pourquoi dit-on alg�ebrique ?).
�A une grammaire G, on peut associer un syst�eme d'�equations. Par exemple,

pour S ! ST + " , T ! aT + b, on a le syst�eme en langages suivant, pour
S; T � A � : (

S = ST + "
T = aT + b
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Proposition 2.1.3 (Minimalit�e des langages associ�es).
Soit G = ( A; V; P) une grammaire avecV = f X 1; X 2; : : : ; X n g.
Alors L G (X 1); L G (X 2); : : : ; L G (X n ) est la solution minimale (au sens de

l'inclusion) du syst�eme associ�e �a G.

Remarque.
Cette solution n'est pas unique ! Par exemple, pour la grammaire X ! XX ,

on a L G (X ) = ; . Pourtant, X = XX admet de nombreuses solutions, par
exemple :A � ; (A2)� .

D�e�nition 2.1.8 (Solution propre).
Une solution est dite propre si aucun langage ne contient le mot vide.

Proposition 2.1.4 (Unicit�e des langages associ�es �a une g rammaire
propre).

Soit G une grammaire propre : G = ( A; V; P) et V = f X 1; X 2; : : : ; X n g.
Alors L G (X 1); L G (X 2); : : : ; L G (X n ) est l'unique solution propre du syst�eme.

Preuve.
Soient L 1; L 2; : : : ; L n et L 0

1; L 0
2; : : : ; L 0

n deux solutions propres du syst�eme.
On montre par r�ecurrence sur k que L i \ (A + ")k = L 0

i \ (A + ")k .

D�e�nition 2.1.9 (Anagrammes).
On dit que w et w0 sont commutativement �equivalents ou encore quew est

un anagramme de w0 lorsque8a 2 A; jwja = jw0ja .

Notation.
On note w � w0 si w et w0 sont commutativement �equivalents et w la classe

de w ; L = f w
�
� w 2 Lg, pour L � A � .

Th�eor�eme 2.1.3 (Parikh).
Pour tout langage alg�ebrique L , il existe un langage rationnel L 0 tel que

L = L 0.

Exemple.
�A L = f an bn

�
� n � 0g on peut par exemple associerL 0 = ( ab) � .

Preuve.
Les propositions pr�ec�edentes restent vraies lorsque l'on suppose la concat�e-

nation commutative.
Commen�cons par une grammaire �a une variable :X ! P(X ). Cette gram-

maire est, �a commutation pr�es, solution du syst�eme X = R(X )X + S (o�u R(X )
d�enote une expression rationelle enX ) avec S 2 A � . PosonsG = R(S). Alors,
G� S est aussi solution du syst�eme d'apr�es le lemme d'Arden (voir le lemme
1.3.2, 14).

Pour un syst�eme �a plusieurs variables, on r�esoud pareillement chaque �equa-
tion en �xant les autres variables comme des lettres.

2.1.5 Arbres de d�erivation

D�e�nition 2.1.10 (Arbre de d�erivation).
Soit G = ( A; V; P) une grammaire. Un arbre de d�erivation est un arbre �ni

�etiquet�e par A [ V [ f "g tel que :
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S

S T

S T a S b

" T a S b "

a S b "

"

Fig. 2.1 { Un arbre de d�erivation

{ les feuilles sont �etiquet�ees par un �el�ement de A [ f "g.
{ si un n�ud interne est �etiquet�e par S et ses �ls par w1; w2; : : : ; wn , alors

S ! w1w2 : : : wn est une r�egle.

D�e�nition 2.1.11 (Arbre de d�erivation partielle).
Un arbre de d�erivation partielle admet �egalement des feuilles �etiquet�ees par

une variable (les feuilles sont donc �etiquet�ees par un �el�ement de A [ V [ f "g).

Exemple.
Soit la grammaire :
{ S ! ST + "
{ T ! aSb
La Fig . 2.1, page 40 exhibe un arbre de d�erivation.

D�e�nition 2.1.12 (Fronti�ere).
La fronti�ere d'un arbre de d�erivation est le mot obtenu par concat�enati on

des feuilles (de gauche �a droite).

Proposition 2.1.5.
L G (S) ( resp. cL G (S)) est l'ensemble des motsw 2 A � ( resp. (A [ V ) � ) tels

qu'il existe un arbre de d�erivation ( resp. partielle) ayant S �a la racine et dont
la fronti�ere est w.

D�e�nition 2.1.13 (D�erivation gauche).
On appelle d�erivation gauche une d�erivation o�u la variable remplac�ee est

syst�ematiquement la plus �a gauche de l'image de la r�egle.

2.1.6 Ambigu •�t�e

D�e�nition 2.1.14 (Grammaire ambigu •e).
Une grammaire G est dite ambigu•e s'il existe un mot ayant au moins deux

arbres de d�erivation distincts �etiquet�e �a la racine par le mêmeS.

D�e�nition 2.1.15 (Langage non ambigu).
Un langage est dit non ambigu s'il existe au moins une grammaire non am-

bigu•e qui l'engendre.
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Exemple.
S ! SS + a est une grammaire ambigu•e, mais le langage engendr�e (a� ) est

non ambigu car il est �egalement engendr�e parS ! aS + a.

On verra qu'il existe des langages inh�eremment ambigus, c'est �a dire qui ne
peuvent pas être engendr�es par une grammaire non ambigu•e.

2.1.7 Forme normale quadratique

D�e�nition 2.1.16 (Forme normale quadratique).
Une grammaire G = ( A; V; P) est dite en forme normale quadratique si

toutes les r�egles deG sont d'une des formes suivantes :
{ S ! S1S2, (S1; S2) 2 V 2

{ S ! a, a 2 A

Proposition 2.1.6 (Mise en forme normale quadratique).
Toute grammaire est �equivalente �a une grammaire en forme normale qua-

dratique.

Preuve.
1re �etape : on se ram�ene �a une grammaire o�u les r�egles sont d'une des formes

suivantes :
{ S ! S1S2 : : : Sn , (S1; S2; Sn ) 2 V n

{ S ! a, a 2 A
On peut supposer queG est grammaire propre. Soit V' en bijection avec A
(V 0 = f Va

�
� a 2 Ag). Soit G0 = ( A; V [ V 0; P0) o�u P0 = f Va ! a

�
� a 2

Ag [ f S ! � (w)
�
� S ! w 2 Pg, o�u � est la substitution d�e�nie par � (S) = S

pour S 2 V , et � (a) = Va pour a 2 A.
2e �etape : on supprime les r�eglesS ! S1S2 : : : Sn avecn > 2. Pour cela, on

introduit S0
1; S0

2; : : : ; S0
n � 1 et on remplaceS ! S1S2 : : : Sn par

8
><

>:

S ! S1S0
2

S0
i ! Si S0

i +1 pour 2 � i < n � 1
S0

n � 1 ! Sn � 1Sn

.

2.2 Lemme d'it�eration

Soit un arbre o�u certaines feuilles sontdistingu�ees. On dit que :
{ un n�ud est distingu�e lorsque le sous-arbre dont il est racine contient des

feuilles distingu�ees.
{ un n�ud est particulier lorsqu'il a au moins deux �ls distingu�es.

Lemme 2.2.1.
Soit t un arbre de degr�e m avec k feuilles distingu�ees. Si chaque branche

contient au plus r n�uds particuliers, alors k � mr .

Preuve.
Montrons cela par r�ecurrence sur r :
Si r = 1, alors on prend le n�ud particulier de hauteur minimale (i l existe),

c'est le seul.
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S

T

T

� u � v 


Fig. 2.2 { D�ecoupage d'un mot par Ogden

Si r � 1, alors on prend les n�uds particuliers les plus bas possibles et on
applique le lemme pourr = 1 dans leurs sous-arbres. Puis on les remplace par
des feuilles et cela donne un nouvel arbre qui poss�ede au plus r � 1 noeuds
particuliers.

Lemme 2.2.2 (d'Ogden 4).
Soit G = ( A; V; P) une grammaire et S 2 V . Alors, il existe un entier K tel

que tout mot f 2 cL G (S) ayant au moins K lettres distingu�ees se factorise en
f = �u�v
 , o�u �; u; �; v; 
 2 (� [ V ) � , avec :

1. S ! � �T 
 , T ! � uT v + � .

2. soit �; u; � , soit �; v; 
 contiennent des lettres distingu�ees.

3. u�v contient moins de K lettres distingu�ees.

Preuve.
Soit m la longueur maximal des membres droits des r�egles ;m majore le

degr�e de l'arbre.
On choisit r = 2 jV j + 2 et on pose K = mr + 1. Si l'arbre de d�erivation a

K feuilles distingu�ees, alors, par contraposition du lemmepr�ec�edent, on a au
moins r n�uds particuliers sur une branche.

Il y en a de deux types : des n�uds particuliers droits, et des n�uds parti-
culiers gauches.

On a au moinsjV j +1 n�uds particuliers de même type sur une branche. On
suppose qu'ils sont de types gauches. Soit �a consid�erer uniquement les jV j + 1
derniers ; deux d'entre eux sont �etiquet�es par la même variable non-terminale
T .

Le mot est alors d�ecoup�e comme le sugg�ere l'illustration Fig . 2.2, page 42.

Corollaire 2.2.1 (Th�eor�eme de Bar-Hillel, Perles, Shami r).
Soit L un langage alg�ebrique, il existeN � 0 tel que pour tout ! 2 L ,

si j! j � N alors on peut trouver une factorisation ! = �u�v
 2 L tel que
juvj > 0, ju�v j < N et ! = �u n �v n 
 2 L pour tout n � 0.

4Ce lemme est �egalement appel�e lemme d'it�eration .
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2.3 Propri�et�es de clôture des langages alg�ebriques

2.3.1 Op�erations rationnelles

Proposition 2.3.1 (Op�erations rationnelles).
Les langages alg�ebriques sont clos par union, concat�enation et �etoile.

Preuve.
Soient G = ( A; V; P), L = L G (S) et G0 = ( A; V 0; P0), L = L 0

G (S0), avec
V \ V 0 = ; .

{ Union : G00= ( A; f S0g [ V [ V 0; f S0 ! S + S0g [ P [ P0)
{ Concat�enation : G00= ( A; f S0g [ V [ V 0; f S0 ! SS0g [ P [ P0)
{ �Etoile : G00= ( A; f S0g [ V;f S0 ! SS0 + "g [ P)

Corollaire 2.3.1.
Les langages rationnels sont aussi alg�ebriques.

2.3.2 Substitution alg�ebrique

Proposition 2.3.2 (Clôture par substitution alg�ebrique ).
Si L alg�ebrique et � substitution alg�ebrique, alors � (L ) = f � (w)

�
� w 2 Lg

est aussi alg�ebrique.

Preuve.
Soient G = ( A; V; P) une grammaire pour L = L G (S) et � : A ! P (B � ),

une substitution alg�ebrique telle que pour tout a 2 A, Ga = ( B; Va ; Pa) est une
grammaire pour � (a) = L Ga (Sa).

On consid�ere alors G0 = ( B; V [ (
S

a Va) ; P0 [ (
S

a Pa )) o�u P0 = f S !
� (w)

�
� S ! w 2 Pg avec � la substitution telle que � (S) = S pour tout S 2 V ,

et � (a) = Sa pour tout a 2 A. Et cette grammaire engendre� (L ).

2.3.3 Morphisme alphab�etique inverse

D�e�nition 2.3.1 (Morphisme alphab�etique).
Un morphisme � : A � ! B � est dit alphab�etique si pour tout a 2 A, j� (a)j �

1.

Lemme 2.3.1 (Factorisation d'un morphisme).
Pour tout morphisme h : A � ! B � , il existe :
{ deux morphismes alphab�etiquesg : C � ! B � et � : C � ! A � ,
{ un langage rationnel K � C �

tels que pour toutw 2 B � , h� 1(w) = � (g� 1(w) \ K ).

Preuve.
On pose :
{ C = f ai

�
� a 2 A et 0 � i � j h(a)jg

{ C0 = f a0
�
� a 2 Ag

{ C1 = f ak
�
� a 2 A et k = jh(a)jg

et
{ W = C2 n (f ai ai +1

�
� 0 � i < jh(a)jg [ C0 [ C1)

{ K = ( C0C � \ C � C1) n C � W C �
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On d�e�nit alors g :

(
a0 7! �

ai 7! la i e lettre de h(a) pour i � 1

et � :

(
a0 7! a
ai 7! � pour i � 1

.

Proposition 2.3.3 (Morphisme inverse).
Si h : A � ! B � morphisme et L � B � alg�ebrique, alors h� 1(L ) est alg�e-

brique.

Preuve.
Montrons d'abord la propri�et�e lorsque h est alphab�etique.
Soit G = ( B; V; P) une grammaire telle queL = L G (S0).
On poseA0 = f a 2 A

�
� h(a) = "g et A1 = f a 2 A

�
� h(a) 2 B g.

Pour S 2 V , on poseh(S) = S.
On d�e�nit la grammaire G0 = ( A; V; P0 [ P1) avec :
{ P0 = f T !

X

a2 A 0

aT + "g

{ P1 = f S ! T u1T u2 : : : T un T
�
� ui 2 (V [ A i )� ; S ! h(u1u2 : : : un ) 2 Pg

Ensuite, pour �etendre ce r�esultat �a h morphisme quelconque, il su�t d'ap-
pliquer le lemme pr�ec�edent.

2.3.4 Intersection avec un rationnel

Proposition 2.3.4 (Intersection avec un rationnel).
Si L est alg�ebrique etK est rationnel, alors K \ L est alg�ebrique.

Remarque.
L'intersection de deux alg�ebriques n'est pas alg�ebriqueen g�en�eral.
Par exemple, soientL 1 = f an bn c�

�
� n � 0g et L 2 = f a� bn cn

�
� n � 0g, on

a vu que L 1; L 2 �etaient alg�ebriques mais que L 1 \ L 2 = f an bn cn
�
� n � 0g ne

l'�etait pas.

Preuve.
Soit G = ( A; V; P) une grammaire telle queL = L G (S0) en forme normale

quadratique.

M�ethode des automates Soit A = ( Q; A; E; f i g; f f g), un automate en forme
normale acceptantK .
Le langageK \ L est engendr�e par la grammaireG0 = ( A; V 0; P0) avec :
{ V 0 = f Sp;q

�
� S 2 V;(p; q) 2 Q2g

{ P0 = f Sp;q ! a
�
� S ! a 2 P et p a! q 2 Eg [ f Sp;q ! Rp;r Tr;q

�
� S !

RT 2 Pg

M�ethode des mono •�des Soit � : A � ! M , un morphisme avecM �ni recon-
naissant K : K = � � 1(P).
Le langageK \ L est engendr�e par la grammaireG0 = ( A; V 0; P0) avec :
{ V 0 = f Sm

�
� m 2 M g

{ P0 = f Sm ! a
�
� S ! a 2 P et m = � (a)g [ f Sm ! Rm 1 Tm 2

�
� S !

RT 2 P et m = m1m2g
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2.3.5 Th�eor�eme de Chomsky-Sch •utzenberger

On consultera [Per90] pour une preuve �el�ementaire de ce th�eor�eme.

D�e�nition 2.3.2 (Langage de Dyck).
Pour tout n 2 N� , soit un alphabet An = f a1; a2; : : : ; an g. Le langage de

Dyck D �
n est d�e�ni par la grammaire G = ( An [ An ; f S; Tg; P), o�u P = f S !

ST; T !
P

a2 A n
aSag.

Th�eor�eme 2.3.2 (Chomsky - Sch •utzenberger).
Un langage L est alg�ebrique si et seulement siL = ' (D �

n \ K ) pour un
langage rationnelK et un certain morphisme ' alphab�etique.

Preuve.
La condition est su�sante grâce aux propri�et�es de clôtu re.
R�eciproquement, soit G une grammaire en forme normale quadratique. On

d�e�nit A = f ar ; br ; cr ; ar ; br ; cr
�
� r = S ! S1S2g [ f dr ; dr

�
� r = S ! ag.

On d�e�nit la grammaire G0 en rempla�cant les r�egles :
{ S ! S1S2 par S ! ar br S1br cr S2cr ar

{ S ! a par S ! dr dr

et on d�e�nit ' par ' (ar ) = ' (br ) = ' (cr ) = ' (ar ) = ' (br ) = ' (cr ) = ' (dr ) = "
et ' (dr ) = a. Alors L = L G (S) = ' (L G0(S)). Or L G0(S) = D �

n \ K o�u K d�ecrit
les contraintes (ar suivit d'un br , br suivit d'un cr , cr suivit d'un ar et dr suivit
d'un dr ).

2.4 Automates �a pile

2.4.1 D�e�nitions et exemple

D�e�nition 2.4.1 (Automate �a pile).
Un automate �a pile est d�e�ni par :
{ un alphabet d'entr�ee, A.
{ un alphabet de pile, Z , parmi lesquels un symbole de pile initialz0.
{ des �etats, en nombre �ni, Q, parmi lesquels un �etat initial q0.
{ des transitions de type :

q; y; z ! q0; h

avecq; q0 2 Q, y 2 A [ f "g, z 2 Z , h 2 Z � .
Son comportement est proche de celui d'un automate classique : il peut de

plus interagir avec sa pile.

D�e�nition 2.4.2 (Con�guration).
On appele con�guration, un triplet :

(q; f; h ) 2 Q � A � � Z �

correspondant �a un "�etat" de l'automate �a pile (c'est tou t ce que l'automate a
en m�emoire �a un moment donn�e).

Remarque.
C'est une pile LIFO.
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D�e�nition 2.4.3 (Calcul sur un automate �a pile).
Une �etape de calcul est un couple (C; C0) d'�el�ements de Q � A � � Z � tels

que :

C = ( p; yf; zw) et C0 = ( q; f; hw)

o�u p; y; z; q; hconstituent une transition p; y; z ! q; h. On la note C ! C0.
On appelle calcul (sur le mot m) une suite d'�etapes de calcul partant de la

con�guration initiale ( q0; m; z0).

2.4.2 Di��erents modes d'acceptation

D�e�nition 2.4.4 (Con�gurations �nales sur un automate �a p ile).
On peut choisir de consid�erer di��erentes conventions d'acceptation ; cela re-

vient �a choisir les con�gurations �nales . Voici les cas usuels :
{ pile vide : ( q; m; ")
{ �etat �nal : ( q; m; z) pour tout q 2 F � Q
{ une union des deux pr�ec�edents

Exemple.
Soient l'automate �a pile d�e�nit sur A = f a; bg, Z = f zg et Q = q0; q1; q2 et

comportant les transitions suivantes :

q0; b; z ! q2; z

q0; a; z ! q1; zz

q1; a; z ! q1; zz

q1; b; z ! q2; "

q2; b; z ! q2; "

Si on choisit un arrêt par pile vide, il reconnâ�t le langage

L 1 = f an bp
�
� 1 � n � pg

Si on choisit l'arrêt par �etat �nal F = q2, il reconnâ�t

L 2 = f an bp
�
� n � 1; 1 � pg

Proposition 2.4.1 ( �Equivalence des di��erents modes d'acceptation).
Les di��erents modes d'acceptation ( i.e. les di��erentes conventions de con�-

gurations �nales) sont �equivalents dans la mesure o�u aucune ne permet de re-
connâ�tre plus de langages que les autres.

Preuve.
Voir TD5, exercice 3 (4 novembre).
On introduit l'�equivalence par rapport �a un automate �a fond de pile testable,

ie. pour lesquels il existe une partition de l'alphabet de pile Z = Z1 [ Z2 telle
que la pile de toute con�guration accessible est dansff "g [ Z �

2 Z1g.
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2.4.3 �Equivalence avec les grammaires

D�e�nition 2.4.5 (Forme normale de Greibach).
Une grammaireG = ( A; V; P) est sous forme normale de Greibachsi chacune

de ses r�egles est de la forme

S ! w; w 2 AV �

Proposition 2.4.2 (Mise en forme normale de Greibach).
Toute grammaire est �equivalente �a une grammaire en forme normale de Grei-

bach.

Th�eor�eme 2.4.1 (Equivalence langages alg�ebriques/aut omates �a pile).

L � A � est alg�ebrique si et seulement si il existe un automate �a pile qui
reconnâ�t L .

Preuve.
Soit G une grammaire telle queL = L G (S0).
En la supposant sous forme normale de Greibach, ses r�egles sont de la forme :

S ! aw; o�u w 2 V �

Ce qui permet de construire un automate �a pile reconnaissant L avec des
transitions du type :

q0; a; S ! q0; w

R�eciproquement, on peut remonter r�ecursivement le caract�ere alg�ebrique du
langage reconnu par un automate �a pile : en partant d'un �etat �nal et en mon-
trant que le pr�e�xe �a gauche par les transitions de l'autom ate conserve le carac-
t�ere alg�ebrique.
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Deuxi�eme partie

Calculabilit�e et complexit�e

49





Chapitre 3

Calculabilit�e et machines de
Turing

3.1 Introduction

3.1.1 Notion de probl�eme

Pour tout le d�ebut de ce chapitre, on se r�ef�erera �a [Sip97 ].

D�e�nition 3.1.1 (Probl�eme de d�ecision).
Un probl�eme de d�ecision est l'�enonc�e d'une question �a laquelle on peut r�e-

pondre par oui ou par non. Pour chaque probl�eme, on �xe un ensemble E des
instances et un sous-ensembleP � E des instances pour lesquelles la r�eponse
est � oui � .

Exemple.
On peut consid�erer les probl�emes suivants :
{ Nombres premiers : E = N, P = f n

�
� n premierg.

{ Automates (acceptance) : E = f (A; w)
�
� A automate etw motg, P =

f (A; w)
�
� A acceptewg.

{ Graphes connexes :E = f G
�
� G graphe �ni g, P = f G

�
� G fortement connexeg.

{ Grammaires ambigu•es : E = f G
�
� G grammaireg, P = f G

�
� G ambigu•eg

ou encoreP0 = f G
�
� L G (S) ambigug.

3.1.2 Notion de codage

D�e�nition 3.1.2 (Codage associ�e �a un probl�eme).
Pour associer un langage �a un probl�eme, on utilise uncodagequi est une

fonction de E dans � � (fonction � naturelle � ). Le codage dex 2 E est not�e hxi .

Notation (Langage associ�e �a un probl�eme).
On d�e�nit L P = fhxi

�
� x 2 Pg.

Exemple (Exemples de codage).

Nombres premiers On peut prendre pour hni l'�ecriture en base 10 ou en
base 2 den ; ou encore en� base 1� (�ecriture bâton) (� = f 1g). Re-
marquons l'importance du caract�ere � naturel � du codage : si on prend

51
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comme codage la factorisation de l'entier en produit de nombres premiers,
caract�eriser P devient trivial.

Grammaires G = ( A; V; P), $ =2 A ; un codage convenable peut être :hGi =
(hjAji $hjV ji $hr1 i $ � � � $hrn i ), o�u la r�egle r i = S ! w, w = a1a2 � � � an , est
cod�ee par hr i i = hSi $ hni $ ha1i $ ha2 i $ � � � $ han i .

3.1.3 Machines de Turing

D�e�nition 3.1.3 (Machine de Turing).
Une machine de Turing est un 7-uplet (Q; � ; � ; E; q0; F; #), o�u :

Q �etats q0 �etat initial
� alphabet d'entr�ee F �etats �naux
� alphabet de bande # symbole blanc
E transitions

avec � � �, # 2 � n �, F � Q, q0 2 Q et E � Q � � � Q � � � f ; !g .
On repr�esente la bande sur laquelle la machine de Turing travaille par :

a z # b c z b # x u r # # # # # # # � � �

La bande est in�nie �a droite et ne contient que des # �a partir d'un certain
rang. Un unique contrôle (la tête de lecture de la machine de Turing) est situ�e
sur un caract�ere a 2 �, distingu�e, de la bande ; elle est dans un �etat q 2 Q. On
rep�ere le mot u 2 � � situ�e strictement �a gauche du caract�ere a ainsi distingu�e,
et le mot v 2 � � situ�e strictement �a droite.

Une con�guration est donc caract�eris�ee par la donn�ee du d�ecoupageuav de
la bande, ainsi que par l'�etat q : une con�guration est usuellement not�ee uqav.

Les transitions sont not�ees : q; a ! q0; b; x o�u x 2 f ; !g (d�eplacement de
la tête de lecture �a gauche ou �a droite).

D�e�nition 3.1.4 (Calcul).
Un calcul est une suite de con�gurations successivesc0  c1  � � �  ck , o�u

chaque�etape ci  ci +1 est associ�ee �a une transition q; a ! q0; b; x de la fa�con
suivante :

{ si x = ! alors l'�etape est : uqav  ubq0v.
{ si x =  alors l'�etape est : udqav  uq0dbv (d 2 � est le caract�ere situ�e

imm�ediatement �a gauche du contrôle) 1.

D�e�nition 3.1.5 (Calcul acceptant).
Un calcul c0  c1  � � �  ck est dit acceptant lorsque :
{ c0 est initiale , c'est-�a-dire c0 = q0w avecw 2 � � ;
{ ck est �nale, c'est-�a-dire ck = uqv avecq 2 F .

D�e�nition 3.1.6 (Langage accept�e).
On dit que w, un mot de � � est accept�e par M s'il existe un calcul acceptant

de con�guration initiale q0w.

1On remarquera que cette transition est uniquement possible si la tête de lecture n'est pas
sur le premier symbole de la bande
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On en d�eduit le langage accept�epar M :

L (M ) = f w
�
� w accept�e par M g

.

Proposition 3.1.1 (Normalisation).
Pour toute machine de Turing M , il existe une machine de TuringM 0 telle

que :

1. L (M ) = L(M 0) et M se bloque si et seulement si M' se bloque ;

2. M 0 a deux �etats q+ et q� qui v�eri�ent :
{ F 0 = f q+ g (�etats �naux de M 0) ;
{ M 0 s'arrête en q+ et en q� ;
{ M 0 ne s'arrête qu'en q+ et en q� .

On consultera, pour le principe de normalisation, l'appendice A, page 85.

3.1.4 Variantes

Bandes bi-in�nies

D�e�nition 3.1.7 (Machine �a bande bi-in�nie).
Une machine �a bande bi-in�nie est formellement identique �a une machine de

Turing, mais la bande est indic�ee par Z.

-3 -2 -1 0 1 2 3
� � � # # # # # b # x u r a v d # # # # � � �

Proposition 3.1.2 ( �Equivalence).
Il y a �equivalence entre les machines �a bande bi-in�nie et les machines de

Turing, c'est �a dire que pour toute machine de Turing �a bande bi-in�nie, il existe
une machine de Turing �a bande unique qui reconnâ�t le mêmelangage.

Preuve.
Pour simuler les calculs d'une machine de Turing sur une machine �a bande

bi-in�nie, il su�t de marquer le d�ebut de bande en �xant un ca ract�ere bloquant
(par exemple & =2 �) en position -1.

Pour simuler les calculs d'une machine �a bande bi-in�nie sur une machine
de Turing, l'id�ee est de replier la bande en 0.

r a v d # # # # � � �
$ u x # b # # # � � �

Le nouvel alphabet de bande est � � (� [ f $g) : on consid�ere �a chaque
position i dans la nouvelle bande le couple des caract�eres aux positions (i; � i )
dans l'ancienne bande, en pla�cant sous le caract�ere 0, le symbole $, suppos�e ne
pas appartenir �a l'alphabet de bande initiale.

On �ecrit l'entr�ee sur la partie sup�erieure de la bande : l' alphabet d'entr�ee
devient donc � �f # ; $g, le nouveau caract�ere blanc (#; #) et il est donc toujours
exclu de l'alphabet d'entr�ee.

La machine doit m�emoriser si elle lit la partie sup�erieure ou la partie inf�e-
rieure de la bande, les �etats sont donc des pairesQ � f U; Dg, avec U pour Up
et D pour Down.
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On transcrit alors les transitions de la machine d'origine,en prenant garde
que la nouvelle machine se d�eplace d�esormais en sens contraire lorsqu'elle lit la
partie inf�erieure de la bande.

Machines �a plusieurs bandes

D�e�nition 3.1.8 (Machine �a plusieurs bandes).
Une machine �a k bandesest une machine disposant dek têtes de lecture (ou

de contrôle) ind�ependantes, une sur chaque bande.
Une transition est alors un �el�ement de l'ensemble E � Q � � k � Q � � k �

f
 �
L ;

�!
R ; Sgk , o�u S (Stay) permet �eventuellement de laisser immobile certaines

têtes de lecture.

Proposition 3.1.3 ( �Equivalence).
Il y a �equivalence entre les machines �a plusieurs bandes etles machines de

Turing.

Preuve.
Montrons comment convertir une machineM �a k bandes en une machine de

Turing mono-bande S �equivalente.
S simule l'e�et des k bandes en stockant leur information sur une unique

bande, et utilise le symbole % pour d�elimiter le contenu desdi��erentes bandes.
Outre le contenu des bandes,S doit aussi garder la trace de la position des
têtes. Elle poss�ede donc un symbole de bande qui consiste �a ajouter un point
au-dessus des positions des têtes� virtuelles� de M . Les symboles additionn�es
d'un point ont ainsi �et�e rajout�es �a l'alphabet de bande. La �gure 3.1 page 54
montre comment simuler une machine de Turing �a trois bandes�a l'aide d'une
machine de Turing mono-bande.

Soit la machine M :
#

0 1 0 1 0 # � � �
#

a a a # � � �
#

b a # � � �
On la simule par S :

% 0 1 _0 1 0 % a a _a % b _a � � �

Fig. 3.1 { Simulation d'une machine �a trois bandes.

Lorsque S prend en entr�ee un mot w = w1 � � � wn :

1. S commence par organiser sa bande selon l'organisation d�ecrite pour si-
muler les k bandes deM . Sa bande contient alors :

% _w1 w2 � � � wn % _ % _ %� � �
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2. Pour simuler un mouvement donn�e, S se d�eplace sur la bande �a partir du
premier %, qui marque l'origine, jusqu'�a au (k + 1)-�eme %, qui marque
l'extr�emit�e droite, pour d�eterminer quels symboles son t sous les têtes vir-
tuelles. Puis, S fait un second passage pour mettre �a jour les bandes en
fonction de ce que la fonction de transition deM indique.

3. Si �a n'importe quel moment S d�eplace l'une des têtes virtuelles sur un %,
alors M a d�eplac�e la tête correspondante sur une portion vierge et jamais
lue de sa bande.S marque alors un symbole d'espacement sur cette case,
et d�ecale le contenu de toute la bande apr�es cette case d'unrang sur la
droite, puis continue la simulation.

D�eterminisme

D�e�nition 3.1.9 (Machine de Turing d�eterministe).
Une machineM est d�eterministe si pour chaque paire (p; a) 2 Q� �, il existe

au plus un triplet ( q; b; x) 2 Q � � � f ; !g tel que p; a ! q; b; x2 E.

Proposition 3.1.4.
Toute machine de Turing est �equivalente �a une machine d�eterministe.

Preuve.
Id�ee de la preuve :

On montre qu'il est possible de simuler toute machine non-d�eterministe N
avec une machine d�eterministeD . L'id�ee de la simulation est de faire essayer
�a D toutes les branches possibles du calcul deN . Si D se trouve dans un �etat
acceptant au cours de cette exploration,D accepte, et sinon, la simulation de
D ne termine pas.

Le calcul de N sur une entr�ee w est vue comme un arbre : chaque branche
de l'arbre repr�esente une des possibilit�es d'ex�ecution non-d�eterministe, chaque
noeud de l'arbre est une con�guration deN , et la racine de l'arbre est la con�-
guration de d�epart. La machine D parcourt cet arbre pour trouver une con�-
guration acceptante. Il est crucial cependant d'e�ectuer cette recherche avec
soin pour queD visite bien tout l'arbre. Une premi�ere id�ee serait d'util iser un
algorithme DFS, mais D pourrait descendre ind�e�niment le long d'une même
branche in�nie et manquer une con�guration acceptante sur une branche voisine.
On utilise donc un algorithme BFS.
Mise en application :

La machine d�eterministe D simulant N a trois bandes. D'apr�es la proposition
pr�ec�edente, cet arrangement est �equivalent �a une machine �a simple bande. La
amchine D utilise ses trois bandes de mani�ere sp�eci�que : la premi�ere bande
contient toujours l'entr�ee de la machine et n'est jamais modi��ee, la seconde
bande contient une copie de la bande deN selon une branche de son calcul, et
la troisi�eme bande enregistre la position deD sur l'arbre des calculs deN . La
�gure 3.2, page 56 montre l'organisation des bandes deD.

Consid�erons tout d'abord la repr�esentation des donn�eessur la trois�eme bande :
chaque noeud de l'arbre peut avoir au plusb �ls, ou b est le plus grand nombre
de choix possible rencontr�e dans la fonction de transitionde N . A chaque noeud
de l'arbre, on associe alors une addresse qui est une châ�neprise dans l'alphabet
� b = f 1; 2; : : : ; bg. On assigne ainsi l'addresse 231 au noeud atteint par le calcul



56 CHAPITRE 3. CALCULABILIT �E ET MACHINES DE TURING

#
0 0 1 0 � � �

#
x x # 0 1 x � � �

#
1 2 3 3 2 3 1 2 1 1 3 � � �

Fig. 3.2 { Une machine d�eterministe D simulant N

qui part de la racine, puis choisit son second �ls, puis le troisi�eme �ls de celui-ci,
puis le premier �ls de ce dernier. Chaque symbole de la châ�ne nous montre ainsi
les choix �a faire lorsqu'on simule une �etape du calcul deN . Remarquons qu'un
symbole peut parfois ne correspondre �a aucun choix si un noeud donn�e a trop
peu de �ls. La troisi�eme bande de D contient ainsi une châ�ne sur l'alphabetP

b : elle repr�esente �a chaque case le chemin de calcul de la racine au noeud
�etiquet�e par cette case (sauf si l'addresse est invalide). On peut alors d�ecrire le
fonctionnement de D :

1. Initialement, la premi�ere bande contient l'entr�ee w, et les bandes 2 et 3
sont vides.

2. Copier la premi�ere bande sur la seconde.

3. Utiliser la seconde bande pour simulerN avec l'entr�ee w sur une branche
de son calcul. Avant chaque �etape deN consulter le symbole suivant sur
la troisi�eme bande, pour d�eterminer quel choix faire parmi ceux autoris�es
par la fonction de transisition de N . S'il ne reste plus de symboles sur la
troisi�eme bande, ou que ce choix est invalide, on abandonnecette branche
en allant �a l'�etape 4. De même, on abandonne si on rencontre une con�-
guration bloquante. Si une con�guration acceptante est rencontre�ee, on
accepte l'entr�ee w.

4. Remplacer la châ�ne de la troisi�eme bande avec la châ�ne qui suit dans
l'ordre lexicographique (BFS). Simuler cette branche deN , en retournant
�a l'�etape 2.

3.2 Langages/probl�emes r�ecursivement �enum�e-
rable

D�e�nition 3.2.1 (Langages r.e. ).
Le langageL � A � est dit r�ecursivement �enum�erable (r.e.) s'il existe une

machine de Turing M telle que L = L(M ). Par extension, un probl�eme P est
dit r.e. si L P est r.e..

D�e�nition 3.2.2 ( �Enum�erateur).
Une machineM (�eventuellement �a plusieurs bandes) est un �enum�erateur si

elle �ecrit sur sa (premi�ere) bande des mots sur � � s�epar�es par # =2 �.

Proposition 3.2.1.
L est r.e. si et seulement siL est l'ensemble des mots �enum�er�es par un

�enum�erateur.
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Preuve.
La th�ese de Church a�rme que tout ce qui est calculable (donc, en particulier

les algorithmes) l'est par machine de Turing. Parfois, on utilisera implicitement
ce fait, et on �ecrira donc des programmes au lieu de d�ecrireune machine de
Turing.

Algorithme (passer d'une machine de Turing �a un �enum�erat eur).
for all k � 0 do

for all w
�
� jwj � k do

if M acceptew en au plusk �etapes then
imprimer w

end if
end for

end for

Algorithme (passer d'un �enum�erateur �a une machine de Tur ing).
loop

repeat
Ex�ecuter l'�enum�erateur

until l'�enum�erateur imprime #
if w est identique au mot imprim�e then

accepter
end if

end loop

Exemple (Langage diagonal).
Pour un alphabet � = f a; bg �x�e, indexons par N l'ensemble des machines

de Turing sur � : M 0; M 1; : : : (cela est possible puisqu'elles sont en nombre
d�enombrable) ; et indi�cons aussi les mots de � � : w1; w2; : : : .

On pose alorsL = f wi
�
� wi =2 L(M i )g.

Montrons que L n'est pasr.e. : s'il existe une Machine de TuringM telle que
L = L(M ), notons i l'indice de cette machine (M = M i ). Si wi 2 L(M i ), alors
wi =2 L(M ) et si wi =2 L(M i ), alors wi 2 L(M ), ce qui induit une contradiction.

Il existe donc des langages non reconnaissables par une machine de Turing.

Proposition 3.2.2 (Clôture par union et par intersection) .
Si L et L 0 sont r.e., alors L [ L 0 et L \ L 0 sont r.e..

Preuve.
L et L 0 sont chacun reconnus par une machine �a une bande, respectivement

M et M 0.
M [ (qui reconnait L [ L 0) peut se construire avec deux bandes : on commence

par copier l'entr�ee de la premi�ere bande sur la deuxi�eme, puis on alterne la
simulation de M sur la premi�ere bande et celle deM 0 sur la deuxi�eme.

M \ (qui reconnait L \ L 0) est plus simple, car si une des deux machinesM
ou M 0 boucle, on peut se permettre de boucler aussi. Il su�t donc desimuler
M , et si l'entr�ee est accept�ee, alors on simuleM 0.
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3.3 Langage d�ecidable

Les langages d�ecidables sont parfois appel�eslangages r�ecursifs, et les lan-
gages r�ecusivement �enum�erableslangages semi-r�ecursifs.

D�e�nition 3.3.1 (Langage d�ecidable).
On dit que L � � � est d�ecidable lorsqu'il existe M , une machine de Turing

sans calcul in�ni ( i.e. la machine M s'arrête sur toute entr�ee) telle que L =
L(M ).

Proposition 3.3.1 (Sous-classe des langages r.e. ).
Si L est d�ecidable, alorsL est r.e..

Preuve.
Si L est d�ecidable, alors, par d�e�nition, il existe une machin e M telle que

L(M ) = L .

Proposition 3.3.2 (Clôture par union et par intersection) .
Si L et L 0 sont d�ecidables, alorsL [ L 0 et L \ L 0 sont d�ecidables.

Preuve.
Les machines construites pour la clôture des machinesr.e. sont sans calcul

in�ni lorsque les machinesM et M 0 sont elles-mêmes sans calul in�ni.

Lemme 3.3.1 (Kônig).
Si M s'arrête toujours, alors pour tout mot ! 2 � � , les chemins d'�evaluation

sont born�es.

Proposition 3.3.3 (Clôture par compl�ementation).
Si L � � � est d�ecidable, alors � � n L est d�ecidable.

Preuve.
Soit M , une machine de Turing d�eterministe, normalis�ee (qui accepte enq+

et rejette en q� ) et sans calcul in�ni reconnaissantL .
Si l'on note M = ( Q; � ; � ; E; q0; f q+ g; #),

la machine M 0 = ( Q; � ; � ; q0; f q� g; #), sans calcul in�ni, reconnait � � n L .

Proposition 3.3.4 (Compl�ementation et d�ecidabilit�e).
Soit L � � � , si L et � � n L sont r.e., alors L et � � n L sont d�ecidables.

Preuve.
Il su�t de construire M [ pour M et M 0, des machines de Turing qui recon-

naissent respectivementL et � � n L ; cette machine s'arrête pour tout mot w
(puisqu'il est soit dans L , soit dans � � n L).

Il ne reste plus qu'�a rejeter les mots de � � n L pour reconnâ�tre L (ou vice-
versa).

Notation (Codage d'une machine de Turing).
Si M machine, on notehM i le codage deM .

Notation (Codage d'un mot).
Si w mot, on note hwi le codage dew.
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Notation (Codage d'une requête).
Si M machine et w mot, on note hM; w i le codage du couple (M; w ) (par

exemple, < M > $ < w > , o�u $ est un caract�ere qui n'apparâ�t ni dans les
codages des machines de Turing ni dans les codages de mots).

D�e�nition 3.3.2 (Langage d'acceptation).

L acceptation = fhM; w i
�
� w 2 L(M )g

Proposition 3.3.5 (Machine universelle).
Il existe une machineM U telle queL(M U ) = L acceptation . Une telle machine

est dite universelle.

Cette machine peut être construite sur trois bandes : la premi�ere bande
prend l'entr�ee hM; w i . Les donn�eesw sont recopi�ees sur la bande de simulation,
disons la troisi�eme bande.M U simule le comportement deM sur w. La machine
M n'est pas forc�ement d�eterminisite : durant la simulation , on maintient l'�etat
courant sur la seconde bande.

Proposition 3.3.6 (Ind�ecidabilit�e du langage d'accepta tion).
L acceptation est r.e. mais pas d�ecidable.

Preuve.
D'apr�es la d�e�nition pr�ec�edente, L acceptation = L(M U ). L acceptation est donc

r.e..
Supposons queL acceptation est d�ecidable : il existe une machineA qui � d�e-

cide � L acceptation (c'est-�a-dire qui accepte L acceptation et qui s'arrête toujours).
D�e�nissons la machine Q par :

entr�ee hM i
if A acceptehM; hM ii then

rejeter
else

accepter
end if
Lan�cons alors Q sur l'entr�ee hQi .
{ Si Q acceptehQi , c'est queA refusehQ; hQii . Or A refusehQ; hQii signi�e

pr�ecis�ement que Q refusehQi , par d�e�nition de A.
{ Si Q n'accepte pashQi , c'est queA acceptehQ; hQii . Or A acceptehQ; hQii

signi�e pr�ecis�ement que Q acceptehQi .
Dans les deux cas, on a une contradiction ; ce qui montre queL acceptation n'est
pas d�ecidable

D�e�nition 3.3.3 (R�eduction).
SoientA et B deux probl�emes, d'alphabets respectifs �A et � B et de langages

respectifs L A et L B . Une r�eduction de A �a B est une fonction f : � �
A ! � �

B
calculable par une machine de Turing telle quew 2 L A , f (w) 2 L B .

Notation (R�eduction).
On notera A � m B lorsqueA se r�eduit �a B .

Proposition 3.3.7 (D�ecidabilit�e par r�eduction).
Si A � m B et B est d�ecidable, alorsA est d�ecidable.
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Preuve.
A � m B donc il existe une machineM qui s'arrête toujours et qui, pour

toute entr�ee w 2 � �
A , calcule w0 2 � �

B , tel que w 2 L A , w0 2 L B .
B est d�ecidable donc il existe une machineM 0 qui s'arrête toujours telle que

L(M 0) = L B .
On d�e�nit une machine M 00qui prend en entr�ee un mot w 2 � �

A , qui ex�ecute
M sur cet entr�ee, puis qui ex�ecute M 0 sur la sortie de M . M 00 accepte siM 0

accepte et rejette siM 0 rejette.
Alors M 00s'arrête toujours et par construction, M (L (M 00)) = L (M 0) = L B

donc L(M 00) = L A par d�e�nition de M .

Corollaire 3.3.1 (Ind�ecidabilit�e par r�eduction).
Par contraposition, si A � m B et A est ind�ecidable, alors B est ind�ecidable.

Exemple.
Soient les langages :
{ L ; = fhM i

�
� L (M ) 6= ;g

{ L 6= = fhM 1; M 2i
�
� L (M 1) 6= L (M 2)g

L ; et L 6= sont ind�ecidables.

{ Pour L ; , consid�erons la machineA de L acceptant , prenant en entr�ee un
codagehM; w i , et la machine M 0 d�e�nie par :

entr�ee u
if u = w then

if A accepte< M; u > then
accepter

else
rejeter

end if
else

rejeter
end if

Soit f la fonction hM; w i 7! h M 0i .
On a w 2 L(M ) , w 2 L(M 0) , L (M 0) 6= ; (car M 0 n'accepte quew).
f est donc une r�eduction, soit L acceptation � m L ; , ce qui conclut.

{ Pour L 6= , consid�erons la machine deL ; , prenant en entr�ee un codagehM i ,
et la machine M 0 d�e�nie par :

entr�ee u
rejeter

Soit f la fonction hM i 7! h M; M 0i . On a L(M ) 6= ; , L (M ) 6= L(M 0),
donc f est une r�eduction de L ; �a L 6= .

3.4 Probl�eme de correspondance de Post ( PCP)

3.4.1 Pr�esentation et ind�ecidabilit�e

D�e�nition 3.4.1 (Probl�eme de correspondance de Post).
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{ Instance : un entier, m > 0, et
u1

v1
;

u2

v2
; : : : ;

um

vm
une suite de couples

de mots : (ui ; vi ) 2 (� � )2. On peut voir chaque couple comme un domino
sur lequel deux mots sont �ecrit, l'un en dessous de l'autre.

{ Solution : un entier, n > 0, et une suite d'indices,i 1; i 2; : : : ; i n 2 f 1; : : : ; mg,
telle que :

ui 1 ui 2 : : : ui n = vi 1 vi 2 : : : vi n

{ Probl�eme : Y a-t-il au moins une solution ? C'est �a dire, y- a-t-il une dis-
position des dominos côte-�a-côte telle qu'on lise le même mot sur la partie
sup�erieure et inf�erieure des dominos ?

D�e�nition 3.4.2 (Probl�eme de correspondance de Post modi ��e ( PCPM )).

{ Solution : un entier, n > 0, et une suite d'indices,i 1; i 2; : : : ; i n 2 f 1; : : : ; mg,
telle que

1. ui 1 ui 2 : : : ui n = vi 1 vi 2 : : : vi n ;

2. i 1 = 1

Lemme 3.4.1 ( �Equivalence des deux probl�emes).

PCP ind�ecidable , PCPM ind�ecidable

Preuve.

1. PCPM d�ecidable ) PCP d�ecidable
On teste PCPM pour les m instances o�u on fait passer chaque domino en
tête.
Remarque.
Vu qu'on a r�eduit une instance de PCP �a plusieurs instances dePCPM, il
ne s'agit pas d'une r�eduction � m , mais d'une r�eduction de Turing, � T .

2. PCP d�ecidable ) PCPM d�ecidable

Soit une instance dePCPM : m > 0;
u1

v1
;

u2

v2
; : : : ;

um

vm
.

En notant � l'alphabet utilis�e par PCPM, on se place dans l'alphabet
� [ f $g, avec $=2 �.
On d�e�nit deux morphismes de � � dans (� [ f $g) � par :
{ p(a1a2 : : : ak ) = $ a1$a2 : : : $ak ;
{ s(a1a2 : : : ak ) = a1$a2 : : : $ak $.
On observe quep(w)$ = $ s(w).
On d�e�nit alors l'instance de PCP suivante sur l'alphabet � [ f $g :

2m + 1 ;
u0

1
v0

1
;

u0
2

v0
2

; : : : ;
u0

2m +1
v0

2m +1

o�u on a pos�e :
{ pour 1 � k � m, u0

k = p(uk ) et v0
k = s(vk ) ;

{ pour 1 � k � m, u0
m + k = p(uk )$ et v0

m + k = s(vk ) ;
{ u0

2m +1 = p(u1) et v0
2m +1 = $ s(v1).
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Les seules solutions de l'instance dePCP ont la forme i 1; i 2; : : : ; i n , o�u :
{ i 1 = 2 n + 1 ;
{ m + 1 � i n � 2m ;
{ 1 � i l � m pour 2 � l � n � 1.
et alors, par construction, 1; i 2; : : : ; i n � 1; (i n � m) est �a chaque fois une
solution de l'instance dePCPM.
Remarque.
Il s'agit d'une r�eduction � m .
Remarque.
On doit �eventuellement couper au premier � $$ � .

Th�eor�eme 3.4.2 (Ind�ecidabilit�e).
PCP et PCPM sont ind�ecidables.

Preuve.
Montrons que L acceptant se r�eduit �a PCPM. Si w 2 L(M ), on a les con�gu-

rations successivesC0 = q0w ) C1  � � �  Cl , avec acceptation enCl
2.

On va construire une instancePCPMqui � embô�te� le mot � C0$C1$: : : $Cl � .
Soit l'instance dans laquelle les dominos sont :

{ domino initial :
$

$q0w$

{ pour tout a 2 � [ f $g,
a
a

.

{ pour tout p; a ! q; b; R2 E;
pa
bq

.

{ pour tout p; a ! q; b; L 2 E;
cpa
qcb

.

{ deux dominos
$

#$
et

$
$

.

Ramenons-nous �aF = f q+ g unique �etat �nal,
aq+

q+
et

q+ a
q+

.

3.4.2 Application aux grammaires

D�e�nition 3.4.3 (Grammaires d�eduites d'un PCP).

Pour toute instance
u1

v1
;

u2

v2
; : : : ;

um

vm
sur A � , on introduit les m nou-

velles lettres : X = f a1; a2; : : : ; am g.
On pose alors :

L U = f ai 1 ai 2 : : : ai n ui n ui n � 1 : : : ui 1

�
� 1 � i k � m; n � 0g

L 0
U = f ai 1 ai 2 : : : ai n w

�
� w 2 A � ; w 6= ui n ui n � 1 : : : ui 1 g

Lemme 3.4.3 (Grammaires alg�ebriques).
L U et L 0

U sont alg�ebriques.

2On suppose ainsi que la machine e�ace la bande avant de s'arr^eter
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Preuve.
On obtient L U �a partir de la r�egle :

S !
nX

i =1

ai Sui + "

On obtient L 0
U �a partir des r�egles (avec S pour axiome) :

{ S !
nX

i =1

ai Sui + T

{ T !
X

1� i � m
ju j= ju i j

u6= u i

ai Ru +
X

1� i � m
ju j< ju i j

ai V u

{ R !
nX

i =1

ai R +
X

b2 A

Rb+ "

{ V !
nX

i =1

ai V + "

Lemme 3.4.4.
On a (A + X ) � n L U = L 0

U [ ((A + X ) � n X � A � )

Preuve.
Il su�t de remarquer que L U � X � A � et X � A � n L U = L 0

U .

Proposition 3.4.1.
Les probl�emes suivants sont ind�ecidables :

1. pour deux grammairesG et G0, est-ce queL G (S) \ L G0(S0) = ; ?

2. pour deux grammairesG et G0, est-ce queL G (S) = L G0(S0) ?

3. pour une grammairesG, est-ce queL G (S) = A � ?

4. pour une grammaire G, est-ce queG est ambigu•e ?

Preuve.
Pour 1., le PCP a une solution si et seulement siL U \ L V 6= ; .
Pour 3., L U \ L V = ; , L c

U [ L c
V = A � . Et ainsi, on r�eduit 1. �a 3..

Pour 4., lorsqu'on a S ! S1 + S2,
On obtient L U par S1 !

P m
i =1 ai S1ui +

P m
i =1 ai ui .

On obtient L V par S1 !
P m

i =1 ai S1vi +
P m

i =1 ai vi .

3.5 Quines, th�eor�eme de r�ecursion et point �xe

Th�eor�eme 3.5.1 (Th�eor�eme de r�ecursion).
Il existe des machines de Turing qui �ecrivent leur propre codage.

Preuve.
On introduit les machines suivantes :

1. �etant donn�e w, un mot, la machine Aw a�che w
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2. pour une entr�ee w, la machine B 0 a�che hAw i .
Il faut, bien entendu, contourner les probl�emes de notations | ie. rem-
placement de " par n", n par nn | qu'on rencontre dans les langages de
programmation usuels.

3. pour une entr�ee w, la machine B a�che hAw i :w

On consid�ere la machine AhB i B . Autrement dit, on lance AhB i , puis B
avec pour entr�ee la sortie produite par AhB i .

M�ecanisme :
A hB i
! h B i B! h AhB i ihB i

D�e�nition 3.5.1 (Quines).
On appelle quines de telles machines.

Proposition 3.5.1.
Soit t : � � � � � ! � � une fonction calculable par machine de Turing. Il

existe une machine de TuringM qui calcule la fonction m : w 7! t(w; hM i ).

Preuve.
Soit T , une machine qui calculet. Consid�erons la machine AhBT i B T
A hBT i

! h BT i B! h AhBT i ihBT i
Il ne reste plus qu'�a ins�erer w en tête de la sortie ainsi obtenue, et de passer

ceci en entr�ee deT.

Th�eor�eme 3.5.2 (Point �xe).
Soit t une fonction calculable par machine de Turing qui �ahM i associe une

machine de Turing M 0 = t(hM i ). Alors, il existe une machine M telle queM
et t(M ) sont �equivalentes.

Preuve.
On consid�ere la machineM suivante (qui est correctement d�e�nie d'apr�es la

proposition pr�ec�edente) :
entr�ee w
x := hM i
y := t(x)
simuler y sur l'entr�ee w

3.6 D�ecidabilit�e de th�eorie logique

3.6.1 Mod�eles logiques sur N

{ Mod�ele : N.
{ Op�erateurs bool�eens : _, ^ , :
{ Quanti�cateur : 8, 9
{ Op�erations : +, �

D�e�nition 3.6.1 (Formules closes).
Une formule close est une formulef o�u toute variable d�epend d'un quanti-

�cateur.
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D�e�nition 3.6.2.
On dit qu'une th�eorie logique est d�ecidable s'il est d�ecidable de savoir si une

formule close est vraie.

Int�eressons-nous aux deux th�eories :ThhN; + i et ThhN; + ; �i .

D�e�nition 3.6.3 (Forme pr�enexe).
La formule ' est enforme pr�enexe lorsque :

' = Q1x1Q2x2 : : : Qn xn  

o�u, pour tout i , Qi = 8 ou Qi = 9 et  ne contient plus de quanti�cateur.

Th�eor�eme 3.6.1 (Pressburger).
La th�eorie ThhN; + i est d�ecidable.

Preuve.
On prend une formule close' , qu'on suppose sous forme pr�enexe :' =

Q1x1; Q2x2; : : : ; Qn xn  .
On pose' k = Qk+1 xk+1 ; : : : ; Qn xn  avec ' 0 = ' et ' n =  .
Alors, ' k (x1; x2; : : : ; xk ) a k variables libres.
On se place sur l'alphabet � k = f 0; 1gk et on pose

X k = f (n1; : : : ; nk )
�
� ' k (n1; n2; : : : ; nk ) est vraieg

On construit par r�ecurrence d�ecroissante sur k � n, un automate Ak qui
� accepte� X k .

Ainsi, l'automate A0 (d�e�nit sur l'alphabet vide) accepte " si et seulement
si ' est vraie.

Construction de l'automate An (qui correspond �a la formule  ) :
On peut se ramener au cas o�u est une combinaison bool�eenne de

(
x i = x j

x i + x j = xk

.

Automate de l'addition
On construit un automate � cod�eterministe � en faisant comme s'il lisait
de la droite vers la gauche (C est l'�etat avec retenue, NC est l'�etat sans
retenue). Voir Fig . 3.3, page 66.

Passage de Ak+1 �a Ak

' k = Qk+1 xk+1 ; ' k+1

1. si Qk+1 = 9 : chaque transition de l'automate Ak provient d'une
transition de l'automate Ak+1 , cette derni�ere d�ependant en plus du
bit du k+1 nombre : on consid�ere donc les deux alternatives possibles
pour ce bit. Si le (k + 1) e nombre est plus long que tous les autres,
il su�t de le tronquer en oubliant les lectures initiales, Fig . 3.4,
page 66.

2. si Qk+1 = 8 : ' k = 8xk+1 ; ' k+1 = :9 xk+1 ; : ' k+1
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C NC

(1; 1; 0)

(0; 0; 1)

(1; 0; 1)
(0; 1; 1)
(0; 0; 0)

(1; 0; 1)
(0; 1; 0)
(1; 1; 1)

Fig. 3.3 { Automate de l'addition

(0; 0; : : : ; 0; 1)

(0; 0; : : : ; 0; 0)
(0; 0; : : : ; 0; 1)

x1; x2; : : : ; xk (,0)

x1; x2; : : : ; xk (,1)

Fig. 3.4 { Passage deAk+1 �a Ak pour Qk+1 = 9

Th�eor�eme 3.6.2 (G •odel).
La th�eorie ThhN; + ; �i est ind�ecidable.

Preuve.
On r�eduit le probl�eme de l'acceptation �a ce probl�eme : M; w  9x; ' M;w ,

o�u x code le calcul et il existe si et seulement siw est acceptant. Voir preuve
dans le cours de logique, chapitre 8.

3.6.2 Crit�eres de divisibilit�e

Pla�cons nous en baseb, soit avec l'alphabet f 0; 1; : : : ; b � 1g. Consid�erons
le probl�eme suivant : comment, dans cette base, d�eterminer si un langage est
rationnel ?

On peut par exemple construire l'automate discutant le reste de la division
euclidienne par 3 en base 2 (voirFig . 3.5, page 67). Plus g�en�eralement, pour
discuter le reste de la division euclidienne parq en baser , on construit l'automate

�a q �etats repr�esentant les restes euclidiens 0; 1; : : : ; q � 1, et r d! r 0 est une
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transition de l'automate si et seulement si br + d = qk + r 0 (voir Fig . 3.6,
page 67).

0 1 2

0

1

1

0

0

1

Fig. 3.5 { Automate de la division euclidienne par 3 en base 2

r r 0

d

Fig. 3.6 { Division euclidienne par q en baseb : br + d = qk + r 0

D�e�nition 3.6.4 (Sous-ensemble de N ultimement p�eriodique).

E � N est ultimement p�eriodique lorsque9N; 9p
�
� 8n � N; n 2 E , n + p 2 E

.

D�e�nition 3.6.5 (Entiers multiplicativement ind�ependa nts).
b et b0 sont multiplicativement ind�ependants lorsque8n; m > 0; bn 6= b0m .

Th�eor�eme 3.6.3 (Cobhem).
Soient b et b0 deux entiers multiplicativement ind�ependants, si E � N est

rationnel en basesb et b0, alors E est ultimement p�eriodique.

3.6.3 Machine de Turing avec une entr�ee en lecture seule

Th�eor�eme 3.6.4.
Soit M une machine de Turing qui n'�ecrit jamais sur son entr�ee, al ors L (M )

est rationnel.

Preuve.
Pour w 2 � � , soient les ensembles de couples d'�etats suivants (entre lesquels

il existe un chemin de la forme indiqu�ee) :

dd(w) = f (p; q)
�
�

w

p
q g, df (w) = f (p; q)

�
�

w

p
q g fd (w) =

f (p; q)
�
�

w

p
q g, f f (w) = f (p; q)

�
�

w

p
q g
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On d�e�nit : w � w0 ,

8
>>><

>>>:

dd(w) = dd(w0)

df (w) = df (w0)
fd (w) = fd (w0)

f f (w) = f f (w0)
Alors :
{ � est une relation d'�equivalence.
{ le nombre de ses classes est major�e par 24�j Q j 2

{ � est une congruence (voirFig . 3.7, page 69)
{ w � w0 ) (w 2 L(M ) , w0 2 L(M )) (voir Fig . 3.8, page 69)
donc L est reconnu parA � = � . Toutefois, notez bien que le passage de la

machine �a l'automate n'est pas d�ecidable.
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u v u0 v0

p

p1

p2

p3

p4

q

p

p1

p2

p3

p4

q

Fig. 3.7 { � est une congruence

### ###w w0

p

p1

p2

p3

p4

q

p

p1

p2

p3

p4

q

Fig. 3.8 { w � w0 ) (w 2 L(M ) , w0 2 L(M ))
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Chapitre 4

Complexit�e en temps et en
espace

4.1 Introduction

4.1.1 Objectifs

Le probl�eme de la complexit�e se pose en temps comme en espace.
Il s'agit de d�eterminer s'il est possible de trouver un algorithme e�cace pour

r�esoudre un probl�eme (par sym�etrie, de l'algorithmique qui cherche �a d�eterminer
le-dit algorithme). On tentera par ailleurs de classi�er les probl�emes selon leur
complexit�e, par des m�ethodes beaucoup plus larges que celles de l'algorithmique.

On ne consid�erera naturellement ici que des probl�emes d�ecidables (i.e. d�eci-
d�es par des machines de Turing qui s'arrêtent toujours).

4.1.2 Repr�esentation de la complexit�e

D�e�nition 4.1.1 (Complexit�e).
Soit une machine de TuringM (a priori non d�eterministe).
Soit un calcul C0 = q0w  C1 � � �  Cm de M d'entr�ee w :
{ le temps de ce calcul estm.
{ l' espacede ce calcul est max0� i � m jCi j.
On d�e�nit alors la complexit�e en temps (resp. espace) pour un mot w comme

la plus grande complexit�e en temps (resp. espace) des calculs de w :

tM (w) = max
calculs

temps(calcul)

sM (w) = max
calculs

espace(calcul)

On peut alors d�e�nir la complexit�e de la machine M par :

tM (n) = max
jw j= n

tM (w)

sM (n) = max
jw j= n

sM (w)

Proposition 4.1.1.
Si tM (n) � n alors sM (n) � tM (n).

71
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4.2 Complexit�e en temps

4.2.1 Th�eor�eme d'acc�el�eration

Th�eor�eme 4.2.1 (d'acc�el�eration).
Soit k 2 N et M , une machine de Turing. Si n = O(tM (n)) , alors il existe

une machine de TuringM 0, �equivalente �a M telle quetM 0(n) � (1=k)tM (n)

Preuve.

� : a0 a1 � � �

On op�ere la transformation � 0 = � � � (ou, plus g�en�eralement, � 0 = � k ) :

� 0 : (a0; a1) � � �

Ainsi, lorsqu'on �etudie la complexit�e d'un probl�eme, le s constantes multipli-
catives ne sont pas signi�catives : on pr�ef�ere donc exprimer une complexit�e sous
la forme O(f ).

4.2.2 Changement de mod�ele

Quelle est l'in
uence du mod�ele de machine sur la complexit�e ?
{ machine �a bande bi-in�nie :

La transformation faite, la complexit�e de la simulation re ste la même.
{ machine �a plusieurs bandes :

Dans l'algorithme de transformation, on fait des allers-retours pour recons-
tituer le k-uplet repr�esentant l'�etat de la machine �a k bandes. Au pire, le
parcours fait pour simuler la i e �etape est de longueursM (n) � tM (n). Au
�nal, on a donc :

tM 0(n) = O(t2
M (n))

{ machines non d�eterministes :
Soit M une machine non d�eterministe, etM 0 une machine d�eterministe qui
la simule en essayant successivement tous ses calculs �a l'aide d'un arbre.
Dans l'arbre des calculs, on ne se pr�eoccupe pas du probl�eme de l'arrêt,
par hypoth�ese r�esolu. On peut donc se contenter de parcourir l'arbre des
calculs en profondeur d'abord.
Le nombre de calculs possibles pourM 0, pour une entr�ee de taille n est
born�e par kt M (n ) , o�u k est le nombre maximal de transitions qui peuvent
être e�ectu�ees �a partir d'une con�guration quelconque : k est le cardinal
maximal des � (p; a) = f (q; b; x)

�
� p; a ! q; b; x2 Eg pour tous p et a. On

en tire, si t(n) � n :

tM 0(n) = O(tM (n)kt M (n ) ) = 2 O (t M (n ))

Remarquons le changement radical de complexit�e induit parcette trans-
formation.
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4.2.3 Classes de complexit�e en temps

D�e�nition 4.2.1 (Classe).
Soit f une fonction N ! R+ . Par d�e�nition :
{ TIME(f (n)) est l'ensemble des probl�emes d�ecid�es par une machine de Tu-

ring d�eterministe en temps O(f (n)).
{ NTIME(f (n)) est l'ensemble des probl�emes d�ecid�es par une machine de

Turing non d�eterministe en temps O(f (n))

On peut alors d�e�nir :

P =
[

k � 0

TIME(nk )

NP =
[

k � 0

NTIME(nk )

EXPTIME =
[

k � 0

TIME(2n k
)

Proposition 4.2.1.
On a les inclusions triviales : P � NP � EXPTIME

Exemple (Probl�emes dansP).

1. Probl�eme d'accessibilit�e : un sommet t d'un graphe G donn�e est-il acces-
sible �a partir du sommet s?
La r�esolution se fait en parcourant le graphe en largeur ; cela se fait en
temps lin�eaire. Voir [Sip97], p. 237.1

2. Probl�emes d�ecrits par des langages alg�ebriques :
�etant donn�e L , un langage alg�ebrique, est-ce queL 2 P ? :

w
1 i j n

w[i;j ]

G = ( A; V; P)

S 2 V; w 2 L G (S)

w[i; j ] 2 L G (S)

S ! S1S2

w[i; k ] 2 L G (S1) et w[k + 1 ; j ] 2 L G (S2)

Exemple (Probl�emes dansNP).

1On remarquera que ce même probl�eme est dans NL (c'est �a dire NSPACE(log(n)), d�e�ni un
peu plus loin) et même NL-complet, lorsque le graphe est orient�e. Lorsqu'il s'agit d'un graphe
non orient�e, le probl�eme d'accessibilit�e est de classe L (i.e. SPACE(log(n))). on consultera pour
ces r�esultats [Sip97], p. 295.
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1. Chemin hamiltonien (HAM-PATH) (6= chemin eul�erien 2) :
Un chemin hamiltonien dans un grapheG orient�e est un chemin qui passe
une fois et une seule par chaque sommet deG. Le probl�eme du chemin
hamiltonien est de savoir si un grapheG donn�e contient un chemin hamil-
tonien de s �a t pour deux sommetss et t �egalement donn�es. Ce probl�eme
peut être pos�e pour un graphe orient�e ou pour un graphe nonorient�e mais
ces deux probl�emes se ram�enent ais�ement de l'un �a l'autre.

2. Satis�abilit�e d'une formule { du calcul propositionnel : Une formule est
dite satis�able s'il est possible d'a�ecter une valeur vrai (not�e 1) ou faux
(not�e 0) �a chacune des variables de telle fa�con que la formule ait la valeur
vrai.

D�e�nition 4.2.2 (V�eri�cateur).
Une machineM d�eterministe est un v�eri�cateur en temps polynomial pour

L si M d�ecide sur des entr�ees de la formehw; ci en temps polynomial enjwj et
est telle que :

L = f w
�
� 9c;hw; ci 2 L (M )g

Proposition 4.2.2 (Equivalence v�eri�cateur et NP).
L 2 NP si et seulement s'il existe un v�eri�cateur polynomial pour L .

Preuve.
Soit une machine de Turing non d�eterministe, M 0, qui reconnait L en temps

polynomial ; on �etablit une association 3

V (v�eri�cateur) $ M 0 (machine non d�eterministe)

{ ) : V prend en entr�ee c, une suite de transitions (de taille polynomiale)
faites par M 0 en calculant w. V simule alors M sur w pour v�eri�er w 2
L(M 0). Ceci se fait en suivantc, donc en temps polynomial.

{ ( : M 0 choisit c de fa�con non d�eterministe et simule le calcul de V sur
hw; ci . V est en temps polynomial, doncc polynomial et le calcul de M 0

est polynomial.

4.2.4 R�eduction polynomiale

Premi�eres d�e�nitions

Il s'agit d'introduire un ordre de complexit�e parmi les pro bl�emes NP.

D�e�nition 4.2.3 (R�eduction polynomiale).
Soient A et B , des probl�emes cod�es respectivement parL A et L B sur les

alphabets � A et � B . Une r�eduction polynomiale de A �a B est une fonction
f : � �

A ! � �
B calculable en temps polynomial par une machine de Turing

d�eterministe telle que :
w 2 L A , f (w) 2 L B

Notation.
L'existence d'une r�eduction polynomiale se note :

A � P B
2Circuit qui passe une fois exactement par chaque arête .
3On utilise pour cela l'axiome du choix d�enombrable.
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Proposition 4.2.3.
Si A � P B et B 2 P, alors A 2 P.

NP-compl�etude

D�e�nition 4.2.4 ( NP-di�cile).
Un probl�eme, A, est dit NP-di�cile si 8B 2 NP; B � P A

D�e�nition 4.2.5 ( NP-complet).
Un probl�eme, A, est dit NP-complet si

1. A 2 NP;

2. A est NP-di�cile.

NP-compl�etude de SAT et 3- SAT

NP-Compl�etude de SAT

Th�eor�eme 4.2.2 (Cook & Levin).
Les probl�emes SAT et 3-SAT sont NP-complets.

O�u SAT est le probl�eme de la satis�abilit�e d'une formule, 3- SAT celui de la
satis�abilit�e d'une formule en forme normale conjonctive o�u chaque clause est
la conjonction de trois litt�eraux.

Preuve de Cook & Levin.
Preuve queSAT est NP-complet : Soit A 2 NP, M machine non d�eterministe

en temps nk qui d�ecide A. On veut montrer que, pour toute entr�ee w, � w est
satis�able si et seulement siw est accept�ee parM .

On note n = jwj la taille de l'entr�ee w. M fonctionne en temps polynomial
donc 9k tel que tout calcul sur w soit de longueur � nk . Quitte �a modi�er
l�eg�erement M , on suppose que tout calcul acceptant surw est de longueur
exactementnk .

CommeM fonctionne en tempsnk , elle utilise au plusnk cellules. Les con�-
gurations sont de longueur au plusnk , qu'on supposera �egale �a nk quitte �a
modi�er l'�ecriture des con�gurations.

Ecrivons ces con�gurations les unes sous les autres pour obtenir le tableau
de symboles �el�ements de l'alphabetA = � [ Q, �a la �gure 4.1.

Conf. 0 1 2 3 : : : nk

C0 = q0 w1 w2 w3 : : : #
C1 = w0

1 q1 w2 w3 : : : #
C2 = w0

1 w0
2 q2 w3 : : : #

C3 = : : : : : : : : : : : : : : : #
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
Cn k : : : : : : : : : : : : : : : : : :

Tab. 4.1 { Tableau form�e par les con�gurations

On cherche �a �ecrire � w qui code l'existence d'un tel tableau form�e par les
con�gurations successives d'un calcul acceptant surw.
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Pour chaque (i; j )
�
� 0 � i; j � nk , et pour chaquez 2 � [ Q, soit x( i;j;z ) qui

code le fait que la case (i; j ) contienne ou non le symbolez 4.
Notons � cell la formule codant le fait que chaque cellule contient un unique

symbole deA, � start celle codant que la premi�ere ligne du tableau est bienq0w,
� move codant le fait que chaque ligne est obtenue en appliquant unetransition
de M , � accept codant que le calcul est bien acceptant.

La formule ' move dit que chaqueCi suit Ci � 1 par la transition apparaissant
dans le symbole �a une case (i; j ) donn�ee. Or, le contenu d'une case (i; j ) d�epend
uniquement de la case au-dessus (i � 1; j ) et des deux cases qui y sont adjacentes,
par fonctionnement de la machine.

On peut donc d�e�nir un pr�edicat f (W; X; Y; Z ) qui est vrai si et seulement
si le symbole Z peut apparâ�tre en position i; j d'une con�guration donn�ee,
sachant que les symbolesW , X , Y sont les symboles aux positions (i � 1; j � 1),
(i � 1; j ) et ( i � 1; j + 1) 5.

� w = � cell ^ � start ^ � accept ^ � move

� cell =
^

0� i;j � n k

2

6
6
4

0

@
_

z2 � [ Q

x i;j;z

1

A ^

0

B
B
@

^

z;z 02 � [ Q
z6= z0

(: x i;j;z _ : x i;j;z 0)

1

C
C
A

3

7
7
5

� start = x0;0;q0 ^ x0;1;w 1 ^ x0;2;w 2 : : : ^ x0;n;w n ^ x0;n +1 ;# : : : ^ x0;n k ;#

� accept =
_

q2 F

0

@
_

0� j � n k

xn k ;j;q

1

A

� move =
^

0� i;j � n k

 
_

W;X;Y;Z�
� f (W;X;Y;Z )

�
x i � 1;j � 1;W ^ x i � 1;j;Y ^ x i � 1;j +1 ;X ^ x i;j;Z

�
!

Ces formules �etant de taille polynomiale enn, leur conjonction l'est aussi.

R�eduction de SAT �a 3- SAT
On montre que SAT se r�eduit polynômialement �a 3- SAT, ce qui su�t �a

montrer que SAT est NP-complet. Soit une formule � quelconque, trouvons� 0

�a trois litt�eraux par clause, de même satis�abilit�e. Le s �etapes du calcul de� 0

sont :

1. Descente des n�egations sur les variables, en utilisant les lois de De Morgan.
Cette descente produit en temps lin�eaire pour un programme(donc poly-
nomial pour une machine de Turing) une formule o�u toutes lesn�egations
sont devant des variables.

2. � ! � 0 en forme normale conjonctive6 : par induction sur �
{ si � = � 1 ^ � 2 alors � 0 = � 0

1 ^ � 0
2

{ si � = � 1 _ � 2 par induction on calcule :
� 1 ! � 0

1 = c1 ^ c2 ^ : : : ^ ck

4Le nombre de ces variables est jA jn2k , polynomial en n.
5Si j = 1, W = # et si j = nk , Y = #.
6Ceci ne peut se r�esoudre par distributivit�e, car la taille de la formule �nale pourrait ainsi

crô�tre exponentiellement.
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� 2 ! � 0
2 = c0

1 ^ c0
2 ^ : : : ^ c0

k 0

Comme on ne peut pas les r�eunir par une disjonction, on introduit une
nouvelle variable y :
� 0 = ( y _ c1) ^ : : : ^ (y _ ck ) ^ (: y _ c0

1) ^ : : : ^ (: y _ c0
k 0)

� 0 n'est pas logiquement �equivalente �a � mais a mêmesatis�abilit�e . De
plus elle est de taille au plus quadratique enj� j, et se calcule en temps
quadratique.

3. Puis on met sous forme 3-SAT en rempla�cant les clauses n'ayant pas trois
litt�eraux par une ou plusieurs clauses ayant exactement trois litt�eraux.
Si une clause a moins de trois litt�eraux, on r�ep�ete la disj onction sur un
litt�eral de la clause pour en ajouter. Dans le cas d'une clause �a plus de
trois litt�eraux ( l1 _ : : : _ lk ) :
On introduit les variables y1 : : : yk � 3 et on remplace par :
(l1 _ l2 _ y1) ^ (: y1 _ l3 _ y2) ^ : : : ^ (: yk � 3 _ lk � 1 _ lk )
Toute a�ectation qui rend vraie la clause initiale se prolonge en une a�ecta-
tion sur y1 : : : yk � 3 qui permet de maintenir l'�equivlaence de satis�abilit�e.
Cette derni�ere transformation se fait en temps lin�eaire en la taille de la
formule, donc polynomial sur une machine de Turing

3-SAT est doncNP-complet.

Autres probl�emes NP-complets

Proposition 4.2.4.
Le probl�eme du chemin hamiltonien estNP-complet.

Preuve.
On trouvera la r�eduction de 3-SAT �a HAM-PATH, 7 en annexe B, page 89.

Cette r�eduction est �ecrite pour le probl�eme du chemin ham iltonien sur un graphe
orient�e. On trouvera la r�eduction de HAM-PATH sur graphe orient�e �a HAM-
PATH sur graphe non orient�e dans [HU79], page 336.

D�e�nition 4.2.6 (Clique).
Soit G un graphe. Une clique de taillek de G est un ensemble dek sommets

parmi lesquels deux sommets distincts sont toujours reli�es par une arrête.

Proposition 4.2.5.
Le probl�eme de savoir si un graphe a une clique de taillek est NP-complet.

Preuve de CLIQUE2 NP.
Un algorithme non d�eterministe pour d�ecider ce langage L peut fonction-

ner de la mani�ere suivante. L'algorithme commence par choisir de fa�con non
d�eterministe k sommetsv1; : : : ; vk de G. Ce choix se fait en temps lin�eaire en
la taille du graphe. Ensuite, l'algorithme v�eri�e que les t outes les arêtes (vi ; vj )
pour tout 1 � i < j � k sont pr�esentes dansG : il accepte si c'est le cas. Cette
v�eri�cation peut se faire en temps polynomial puisqu'il y a au plus k2 arêtes �a
tester. Cet algorithme d�ecide si le grapheG poss�ede une clique de taillek. En
e�et, il y a un calcul de l'algorithme pour chaque choix possible de k sommets.
Un de ces calculs est acceptant siG contient une clique. Le probl�eme de la clique
appartient donc �a la classe NP.

7http://www.liafa.jussieu.fr/~carton/Enseignement/Co mplexite/MMFAI/Cours/
MasterInfo/time.html
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Preuve de laNP-compl�etude de CLIQUE.
On trouvera la preuve de la r�eduction de 3-SAT �a CLIQUE, en annexe C,

page 91.

On trouvera la pr�esentation d'autres algorithmes NP-complets ainsi que la
r�eduction de 3-SAT �a ceux-ci dans les annexes.

4.3 Complexit�e en espace

Soit une machine de TuringM et sM (w) taille maximale d'une con�guration
d'un calcul sur l'entr�ee w. On d�e�nit similairement �a la complexit�e en temps, et
comme pr�ec�edemment, sM (n) = max jw j= n sM (w).

4.3.1 Changement de mod�ele

Les changements de con�gurations en nombre et forme de bandes sont sans
grands changements sur la complexit�e en espace.

Th�eor�eme 4.3.1 (Savitch).
Soit s une fonction de N dans R+ telle ques(n) � n. 8 Une machine non

d�eterministe qui fonctionne en espaces(n) est �equivalente �a une machine de
Turing d�eterministe en espaceO(s2(n)) .

Preuve.
Soit M une machine de Turing en espaces(n). On simule M par une machine

d�eterministe m0 d�ecrite par l'algorithme Access ci-dessous :Access (C; C0; t)
retourne vrai si la machineM peut passer de la con�gurationC �a la con�gura-
tion C0 en au plus t �etapes de calcul.

Algorithme ( Access (C; C0; t)).
if t � 1 then

return C==C'
else

for all C00de taille � s(jwj) do
if (Access (C; C00; dt=2e) ^ Access (C00; C0; bt=2c)) then

return true
end if

end for
return false

end if

L'objectif de l'algorithme global est de d�eterminer si w 2 L(M ) en supposant
F = f qf g. Reste �a trouver, en notant C0 = q0w et Cf = qf , si on peut passer
de C0 �a Cf : quel t faut-il choisir ?

Si M fonctionne en espaces(n), alors M fonctionne en temps 2O (s(n )) , voir
page 79.

Si w est accept�e, il y a un calcul deC0 �a Cf en t = 2 Ks (n ) .

8A priori, on pourrait penser que cette con�guration est touj ours v�eri��ee, dans la mesure
o�u l'entr�ee de taille n est toujours dans la con�guration. On verra dans les extensi ons qu'il est
en fait possible de d�e�nir une machine de Turing de complexi t�e sous-lin�eaire en espace avec
des con�gurations un peu di��erentes.
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w 2 L(M ) , Access (C0; Cf ; 2Ks (n ) )

Reste �a �evaluer la complexit�e en espace deAccess :
{ taille de la pile des appels r�ecurisfs :Ks (n)
{ espace d'un appel :C,C0,C" (con�gurations, espace � s(n)) t (en binaire

� Ks (n))
Au �nal, la machine utilise en espaceK 2s2(n).

4.3.2 Classes de complexit�e en espace

Notation.
SPACE(f (n)) l'ensemble des probl�emes d�ecidables en espacef (n) par une ma-
chine d�eterministe.
NSPACE(f (n)) l'ensemble des probl�emes d�ecidables en espacef (n) par une ma-
chine non d�eterministe.
Le th�eor�eme de Savitch garantit qu'il n'est pas utile de di stinguer les machines
d�eterministes et non d�eterministes, d'o�u l'�egalit�e :

PSPACE=
[

k � 0

SPACE(nk ) = NPSPACE=
[

k � 0

NSPACE(nk )

4.3.3 Relations entre les complexit�es en temps et en es-
pace

Lemme 4.3.2.
Si M fonctionne en tempst(n) alors M fonctionne en espace au plust(n)

Proposition 4.3.1.

P � NP � PSPACE� EXPTIME

Preuve.
P � PSPACEet NP � NPSPACEprouv�es par le lemme.

Si une machine de Turing s'arrête toujours, un calcul de cette machine ne
peut pas repasser deux fois par la même con�guration. En e�et, le nombre
de con�gurations d'une telle machine est jQjs(n)ks(n ) = 2 O (s(n )) . Ceci montre
qu'une machine qui fonctionne en espaces(n) fonctionne en temps 2O (s(n )) . On
a donc l'inclusion PSPACE� EXPTIME. 9

4.3.4 Exemples de probl�emes dans PSPACE

Exemple (Probl�emes dansPSPACE).

1. Universalit�e d'un automate �ni :
Soit A un automate sur l'alphabet A. Le probl�eme de l'universalit�e est de
savoir si :

L (A) = A �

9On sait que NP � EXPTIME , les in�egalit�es strictes entre les autres ensembles rest ant �a ce
jour ind�etermin�ees.
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(a) A d�eterministe et �emond�e
Dans ce cas,L (A) = A � si et seulement siA complet et tous les �etats
sont �naux.

(b) A non d�eterministe :
L'automate A est �equivalent �a un automate d�eterministe ayant au
plus 2n �etats. Si L (A) 6= A � , il existe un mot w, tel que jwj � 2n qui
n'est pas accept�e parA.
Pour que l'automate accepte tous les mots, il faut que tous leurs �etats
d'arriv�ee soient �naux. Pour �etudier ceci, on d�ecompose ces calculs
en transitions sur les lettres, arrivant de mani�ere non d�eterministe
sur des groupes d'�etats.
{ L'algorithme simule le calcul de A en marquant les �etats accessibles

en lisant le mot w. �A chaque �etape de calcul, l'algorithme choisit
une lettre a de A et calcule les �etats accessibles en e�ectuant des
transitions.

{ on s'arrête apr�es 2n �etapes.
{ on s'arrête lorsqu'on arrive sur un groupe d'�etat comprenant un

�etat non �nal.
L'algorithme utilise un espace lin�eaire pour stocker le nombre d'�etapes
e�ectu�ees.10

2. Formules bool�eennes quanti��ees (QSAT) On consid�ere les formules boo-
l�eennes avec des quanti�cateurs existentiels et universels portant sur exac-
tement toutes leurs variables. Les seuls op�erateurs autoris�es sont ^ ; _; : .
Par exemple :

8x9y8z(1 ^ y) _ (y ^ : z) _ (y ^ : 1)

Une formule quanti��ee close11 est-elle vraie ?
Proposition 4.3.2.
QSAT est dansPSPACE.

Preuve.
On r�esout QSAT �a l'aide de l'algorithme r�ecursif suivant :

Algorithme (QSAT(� )
�
� � est close).

if � n'a plus de quanti�cateurs then
eval(� )

end if
if � = 9 then

QSAT( [x  0]) _ QSAT( [x  1])
end if
if � = 8x then

QSAT( [x  0]) ^ QSAT( [x  1])
end if

L'algorithme correctement programm�e utilise une seule copie de � , et une
pile de taille proportionnelle au nombre de variables. Il fonctionne donc
en espace lin�eaire.

10 On remarquera que cela revient �a calculer de mani�ere incr� ementale l'automate d�eterminis�e
{ au lieu de le calculer enti�erement avant de l'analyser.

11 Sans variable libre
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4.3.5 PSPACE-compl�etude

D�e�nition 4.3.1 ( PSPACE-complet).
Un probl�eme A est dit PSPACE-complet si :

1. A est PSPACE

2. Tout probl�eme B de PSPACEse r�eduit polynomialement en temps �a A,
i.e.

B � P A

Th�eor�eme 4.3.3 ( PSPACE-compl�etude de QSAT ).
QSAT est PSPACE-complet.

Preuve.
Soit M machine en espace polynomial. On veut ramener l'acceptation de w

par M au calcul de la valuation d'une formule quanti��ee.
On suppose donc qu'un probl�emeB est d�ecid�e par une machine de Turing

M en espace polynomial qu'on peut supposer êtrenk pour un entier k �x�e. Soit
w une entr�ee de M de taille n. L'existence d'un calcul acceptantw est cod�e de
la mani�ere suivante :

Chaque con�guration C de la machineM est cod�ee par des variables qui d�e-
crivent chacun des symboles de la con�guration. Puisque chaque con�guration
est de taille nk , le nombre de variables n�ecessaires est au plusO(nk ).

Soit C une con�guration, traduite en variable au nombre de O(nk ). � t; (C;C 0)

est vraie si et seulement siC ) � t C0

1. t � 1 : � t; (C;C 0) = ( C = C0_ C ) C0)

2. t � 1 : � t; (C;C 0) =
�
9 C00

8 (D; D 0) [(D = C ^ D 0 = C00) _ (D = C00^ D 0 = C0)] ) � bt= 2c;(D;D 0)
�

Dans le cast � 1, d�e�nir � t; (C;C 0) par une disjonction de même que pour
la fonction Access de la preuve de Cook & Levin ne fonctionne pas, car un
calcul deM est de longueur allant jusqu'�a 2Kn k

pour une constanteK �x�ee. La
formule � t; (C;C 0) � �a la diviser pour r�egner � pour t = 2 Kn k

n'est pas de taille
polynomiale.

4.4 Machine alternante

4.4.1 D�e�nitions

D�e�nition 4.4.1 (Machine alternante).
Une machineM alternante est une machine de Turing o�u l'ensembleQ des

�etats est partitionn�e en :
{ Q_ ensemble des �etats existentiels
{ Q^ ensemble des �etats universels

Par extension, on dira q'une con�guration C = uqv est existentielle (resp. uni-
verselle) siq est existentiel (resp. universel).

D�e�nition 4.4.2 (Calcul sur une machine alternante).
Un calcul est un arbre �etiquet�e par des con�gurations, v�e ri�ant :
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{ si un noeud x de l'arbre est �etiquet�e par une con�guration existentiel le C
alors x a un seul �ls �etiquet�e par C0 tel que C ) C0

{ si un noeud x de l'arbre est �etiquet�e par une con�guration universelle C
alors x a un �ls �etiquet�e C0 pour chaqueC0 telle que C ) C0

D�e�nition 4.4.3 (Calcul acceptant).
Une branche est acceptante si un �etat �nal apparâ�t sur la branche.
Un calcul est acceptant si
{ l'�etiquette de la racine est la con�guration initiale q0w.
{ toutes les branches sont acceptantes

4.4.2 Algorithme alternant pour QSAT

Algorithme ( QSAT alternant (� )).
if � sansQ then

eval(� )
end if
if � = 9 � then

QSAT alternant (� [  0]) _ QSAT alternant (� [  1])
end if
if � = 8 � then

QSAT alternant (� [  0]) ^ QSAT alternant (� [  1])
end if

4.4.3 Automates alternants

Un automate alternant est un automate o�u chaque transition m�ene d'un �etat
�a un ensemble d'�etats et est �etiquet�ee par une lettre de l 'alphabet et par _ ou
^ . Un calcul dans un automate alternant est unarbre dont les n�uds sont les
�etats travers�es au cours de la lecture du mot (voir Fig . 4.1, page 83).

Pour chaque n�ud interne :
{ si la transition emprunt�ee �a l'issue de l'�etat est �etiq uet�ee par _, le n�ud a

exactement un �ls, correspondant �a l'un des �etats point�e s par la transition.
{ si elle est �etiquet�ee par ^ , le n�ud a exactement autant de �ls que la

transition pointe d'�etats, et chacun de ces �ls correspond naturellement �a
chacun des �etats point�es.

Tous les chemins dans l'arbre ont par cons�equent la longueur du mot lu : le
calcul est acceptant si toutes les feuilles correspondent �a des �etats �naux.

4.4.4 Classes de complexit�e

Le temps d'un calcul d'une machine de Turing alternante est par d�e�nition
la profondeur de l'arbre. L'espace du calcul est la taille maximale d'une con�-
guration apparaissant dans le calcul.

Notation.
pour une fonction t de N dans R+ , on d�e�nit :

{ ATIME(t(n)) classe des probl�emes d�ecid�es par des machines de Turing
alternantes en tempst(n)
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q0

_

q1

^

q2 q3 q4

_ ^ ^

q5 q6 q7 q8 q9 q10

_ _ ^ ^ _ ^

q11 q12 q13 q14 q15 q16 q17 q18 q19 q20

Fig. 4.1 { Un calcul dans un automate alternant

{ AP(t(n))classe des probl�emes d�ecid�es par des machines de Turing alter-
nantes en temps polynomial ent(n)

{ ASPACE(t(n))classe des probl�emes d�ecid�es par des machines de Turing
alternantes en espacet(n)

{ APSPACE(t(n)) classe des probl�emes d�ecid�es par des machines de Turing
alternantes en espace polynomial ent(n)

Th�eor�eme 4.4.1.
Supposantt(n) � n :

ATIME(t(n)) � SPACE(t(n)) � ATIME(t2(n))

AP = PSPACE

Supposantt(n) � log(n) :

ASPACE(t(n)) � TIME(2O (t (n )) )

ASPACE= EXPTIME

Preuve.
Machine qui v�eri�e, dans le tableau de la preuve de Cook & Levin, pour

chaque paire de lignes et pour chaque paire de cases, qu'une transition a bien
�et�e e�ectu�ee. Elle ne construit pas le tableau enti�erem ent, mais seulement aux
endroits index�es par ses pointeurs, qui sont de taillet(n). On se reportera pour
la preuve compl�ete �a [Sip97].
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Annexe A

Normalisation de machines
de Turing

A.1 R�esultat

Le but de cette partie est de montrer qu'on peut toujours supposer qu'une
machine de Turing poss�ede deux �etats sp�eciauxq+ et q� tels que :

{ q+ est �nal ( q+ 2 F ) et q� n'est pas �nal ( q� =2 F ),
{ la machine se bloque d�es qu'elle est dans un des �etatsq+ ou q� ,
{ la machine se bloque uniquement dans un des �etatsq+ ou q� .
Pour montrer ce r�esultat, nous allons montrer qu'�a partir d'une machineM ,

on peut toujours construire une autre machine de TuringM 0 qui accepte les
mêmes entr�ees queM et qui v�eri�e les propri�et�es ci-dessus. Nous allons mont rer
en outre que si la machineM est d�eterministe alors la machine M 0 est aussi
d�eterministe.

A.2 Analyse

Une machine de Turing peut se bloquer dans un �etatq pour deux raisons.

1. La premi�ere raison est qu'aucune transition n'est possible. Supposons que
machine est dans �etat p et que le symbole de bande sous la tête est le sym-
bole a. Si la machine n'a pas de transition de la formep; a ! q; b; x

�
� x 2

f L; R g, alors elle reste bloqu�ee enp.

2. La seconde raison est que certaines transitions sont possibles mais que
ces transitions conduisent �a un d�eplacement de la tête delecture vers la
gauche alors que cette tête est justement sur la premi�ere position de la
bande. Supposons que machine est dans �etatp, que la tête de lecture est
sur la premi�ere position de la bande et que le symbole de bande sous
cette tête est le symbolea. Si la machine a des transitions de la forme
p; a ! q; b; L mais pas de transitions de la formep; a ! q; b; R, alors elle
reste bloqu�ee enp. En e�et, la d�e�nition des machines de Turing stipule
qu'une machine n'a pas le droit d'e�ectuer une transition qui d�eplace la
tête de lecture vers la gauche lorsque cette tête de lecture est justement
sur la premi�ere position de la bande.

85
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A.3 Id�ees g�en�erales de la construction

L'id�ee g�en�erale de la construction de M 0 est d'ajouter deux nouveaux �etats
q+ et q� �a M et d'ajouter les transitions pour que la machineM 0 passe dans un
de ce deux �etats quand la machineM se bloque dans un �etatp. Le premier type
de blocage est facile �a d�etecter dans la machineM . Il su�t de trouver toutes les
paires (p; a) telle qu'il n'existe pas de transition p; a ! q; b; L

�
� x 2 f L; R g. Le

second type de blocage est plus d�elicat �a d�etecter puisque la machineM 0 doit
savoir quand sa tête de lecture se trouve sur la premi�ere position de la bande.
Pour contourner cette di�cult�e, on ajoute de nouveaux symb oles de bandes �a
la machineM 0. Pour chaque symbole de bande a deM , la machineM 0 contient
le symbole a et un autre symbole correspondanta. L'alphabet de bande M 0

est donc � 0 = � [ f a
�
� a 2 � g. Ces nouveaux symboles seront uniquement

utilis�es dans la premi�ere position de la bande et serviront �a la machine pour
d�etecter cette position. L'alphabet d'entr�ee de M 0 est identique �a celui de M .
La premi�ere op�eration de la machine M 0 est de remplacer le premier symbolea
de l'entr�ee par le symbole a correspondant pour marquer la premi�ere position
de la bande. �A cette �n, on ajoute deux nouveaux �etats q0

0 et q0
1 et quelques

transitions. Ensuite toutes les autres transitions deM 0 remplacent un caract�ere
non soulign�e a par un caract�ere non soulign�e b et un caract�ere soulign�e a par un
caract�ere soulign�e b. Ainsi, la premi�ere position de la bande contient toujours un
symbole soulign�e et toutes toutes les autres positions contiennent des symboles
non soulign�es.

A.4 La construction proprement dite

Soit M = ( Q; � ; � ; E; q0; F; #) une machine de Turing. Nous d�ecrivons la
machine de M 0 qui accepte les même entr�ees mais qui se bloque uniquement
dans un des deux �etatsq+ ou q� . Par rapport �a la machine M , la machine M 0

poss�ede quatre nouveaux �etats qui sont les �etatsq0
0, q0

1, q+ et q� .
{ �Etats : Q0 = Q [ f q0

0; q0
1; q+ ; q� g

{ �Etat initial : q0
0

{ �Etats �naux : F 0 = f q+ g
{ Alphabet de bande : � 0 = � [ f a

�
� a 2 � g

{ Alphabet d'entr�ee : � 0 = �
{ Caract�ere blanc : #

Il reste �a d�ecrire l'ensemble E ' des transitions de M 0. Cet ensemble est
d�ecompos�e en E 0 = E0 [ E1 [ E2 [ E3 [ E4 suivant l'�etat p dans lequel se trouve
la machine. Les ensemblesE0, E1, E2, E3 et E4 sont d�e�nis ci-dessous.

p = q0
0

La premi�ere transition est charg�ee de remplacer le premier caract�ere de
l'entr�ee par le caract�ere soulign�e correspondant.

E0 = f q0
0; a ! q0

1; a; R
�
� a 2 � g

.

p = q0
1
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La seconde transition est charg�ee de remettre la tête de lecture sur la
premi�ere position de la bande et de passer dans l'ancien �etat �nal q0 pour
commencer le calcul.

E1 = f q01; a ! q0; a; L
�
� a 2 � g

p = q+ _ p = q�

Pour que la machineM 0 se bloque enq+ et en q� elle ne poss�ede aucune
transition de la forme q+ ; a ! q; b; x et aucune transition de la forme
q� ; a ! q; b; x pour x 2 f L; R g.

p 2 Q
On commence par ajouter �aM 0 toutes les transitions deM pour les lettres
non soulign�ees et les lettres soulign�ees. On pose :

E2 = f p; a ! q; b; x
�
� p; a ! q; b; x2 Eg

[f p; a ! q; b; R
�
� p; a ! q; b; R2 Eg

Ensuite, on ajoute des transitions sp�eci�ques pour �eviter que M 0 ne se
bloque dans des �etats autres queq+ et q� . On poseU l'ensemble des paires
(p; a) telles queM ne poss�ede pas de transitionsp; a ! q; b; x

�
� x 2 f L; R g

et V l'ensemble des paires (p; a) telles queM ne poss�ede pas de transitions
p; a ! q; b; R. On d�e�nit alors les deux ensemblesE3 et E4.

E3 = f p; a ! q+ a; R
�
� si (p; a) 2 U et p 2 F g

[f p; a ! q� a; R
�
� si (p; a) 2 U et p =2 F g

E4 = f p; a ! q+ a; R
�
� si (p; a) 2 V et p 2 F g

[f p; a ! q� a; R
�
� si (p; a) 2 V et p =2 F g

.

Il est facile de v�eri�er que si la machine M est d�eterministe, alors la machine
M 0 est �egalement d�eterministe.
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Annexe B

R�eduction de 3- SAT �a
HAM-PATH

Le probl�eme HAM-PATH est dansNP. Un algorithme pour r�esoudre ce pro-
bl�eme commence par choisir de fa�con nond�eterministe unesuite u1; : : : un de
sommets puis v�eri�e ensuite qu'il s'agit d'un chemin hamil tonien de s �a t.

Pour montrer que le probl�eme HAM-PATH est NP-di�cile, on va r�eduire
polynomialement le probl�eme 3-SAT �a HAM-PATH. �A chaque instance de 3-
SAT, on associe une instance deHAM-PATH qui a une solution si et seulement
si l'instance de 3-SAT en a une. Soit � une instance de 3-SAT, c'est �a dire
une formule en forme conjonctive telle que chaque clause de� contienne trois
litt�eraux. On note k le nombre de clauses de� et m le nombre de variables
apparaissant dans� . Si une variable apparâ�t positivement et n�egativement
dans la même clause, cette clause est toujours satisfaite.On suppose dans la
suite que chaque variable apparâ�t au plus une fois dans chaque clause.

�A cette formule � , on associe un graphe orient�e ayant 2km+2 m+ k sommets.
�A chaque clause est associ�ee un seul sommet.�A chaque variable est associ�ee une
partie du graphe appell�eegadget. Pour chaque variable, ce graphe poss�ede 2k+2
sommets et est identique �a celui repr�esent�e sur la B.1.

th=8cm]gadgham-gadget

Fig. B.1 { gadgetassoci�e �a une variable

Le graphe global est obtenu en mettant bout �a bout les gadgets pour obtenir
une sorte de chapelet et en ajoutant les sommets des clauses.Le gadget d'une
variable est reli�e au sommet de chaque clause o�u elle apparâ�t. Si la variable
apparâ�t positivement dans la (j � i )eclause, il y a une arête du sommet 2j � 1
du gadget vers le sommet de la clause et une arête du sommet dela clause vers le
sommet 2j du gadget. Si la variable apparâ�t n�egativement dans la (j � i )eclause,
il y a une arête du sommet 2j du gadget vers le sommet de la clause et une arête
du sommet de la clause vers le sommet 2j � 1 du gadget.

Le sommets est le premier sommet du gadget de la premi�ere variable et le
sommet s est le dernier sommet du gadget de la derni�ere variable. On v�eri�e
qu'il y a un chemin hamiltonien dans la graphe construit si et seulement si la
formule � est satis�able.
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La construction est illustr�ee sur la formule � = ( x0 _ x1 _ x2) ^ (: x0 _ : x2 _
x3) ^ (x1 _ x2 _ : x3). Les entiers k et m sont �egaux �a 3 et 4 et on obtient le
graphe repr�esent�e �a la �gure B.2.

th=8cm]graph3sat2ham

Fig. B.2 { graphe associ�e �a la formule �



Annexe C

R�eduction de 3- SAT �a
CLIQUE

Soit � une instance de 3-SAT, c'est-�a-dire une formule en forme conjonctive
telle que chaque clause de� contienne trois litt�eraux.

� = ( l1 _ l2 _ l3) ^ : : : (l3k � 2 _ l3k � 1 _ l3k )

On introduit alors le graphe non orient�e G dont l'ensemble des sommets est
l'ensembleV = f l1; : : : ; l3kg de tous les litt�eraux de � . Deux sommets deG sont
reli�es par une arête s'ils n'appartiennent pas �a la même clause et s'ils ne sont
pas contradictoires. Par non contradictoire, on entend quel'un n'est pas �egal
�a la n�egation de l'autre. L'ensemble E des arêtes est donc d�e�ni de la mani�ere
suivante.

E = f (l i ; l j )
�
� b(i � 1)=3c 6= b(j � 1)=3c ^ l i 6= l j g

En e�et, le num�ero de la clause d'un litt�eral l i est �egal �a b(i � 1)=3c si les
clauses sont num�erot�ees �a partir de 0.

Pour la formule � = ( x1 _ x2 _ x3) ^ (: x1 _ : x2 _ x3) ^ (x1 _ x2 _ : x3), on
obtient le graphe repr�esent�e �a la �gure C.1.

th=8cm]graph23sat2clique

Fig. C.1 { graphe associ�e �a la formule �

Nous allons voir que la formule� est satis�able si et seulement si le graphe
G contient une clique de taille k. On remarque que deux litt�eraux d'une même
clause ne sont jamais reli�es par une arête. Une clique peutdonc contenir au plus
un litt�eral par clause et elle est de taille au plus k.

Supposons d'abord que la formule� est satis�able. Il existe donc une a�ec-
tation des variables telle que� vaille 1. Ceci signi�e qu'au moins un litt�eral par
clause vaut la valeur 1. Choisissons un tel litt�eral dans chacune des clauses pour
former un ensemble dek litt�eraux. Comme tous ces litt�eraux valent 1, deux
d'entre eux ne peuvent pas être contradictoires et ils sontdonc reli�es par des
arêtes. C'est donc une clique de taillek dans G.
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Supposons maintenant que G contienne une clique de taillek. Comme les
litt�eraux d'une même clause ne sont pas reli�es, cette clique contient un litt�eral
exactement dans chaque clause. Montrons alors qu'il existeune a�ectation qui
rend tous ces litt�eraux �egaux �a 1. Chaque litt�eral de cet te clique est �egal �a
x i ou �a : x i . Pour que ce litt�eral vaille 1, on impose la valeur 1 ou 0 �a la
variable correspondantex i . Comme tous les litt�eraux de la clique sont reli�es par
une arête, ils ne sont pas contradictoires deux �a deux. Ceci signi�e que deux
litt�eraux quelconques de la clique concernent deux variables distinctesx i et x j

aveci 6= j ou alors ils concernent la même variablex i mais ils imposent la même
valeur �a la variable x i . On obtient alors une a�ectation coh�erente des variables
apparaissant dans la clique. En a�ectant n'importe quelle valeur �a chacune des
autres variables, on obtient une a�ectation qui donne la valeur 1 �a la formule � .



Annexe D

Couverture de sommets

Une arête (u; v) d'un graphe est dite adjacente �a un sommet s si s est �egal
�a u ou �a v. Une couverture de taille k d'un graphe G = ( V; E) est un sous-
ensembleC de k sommets tel que toute arête deG est adjacente �a au moins un
des sommets deC.

Probl�eme ( VERTEX-COVER ).
Un grapheG donn�e contient une couverture d'une taille k �egalement donn�ee ?

Proposition.
Le probl�eme VERTEX-COVERest NP-complet.

Preuve.
Le probl�eme VERTEX-COVERest dans NP. Un algorithme pour r�esoudre

ce probl�eme commence par choisir de fa�con non d�eterministe les k sommets
u1; : : : ; uk puis v�eri�e que chaque arête du graphe est bien adjacente �a un de
ces sommets.

Pour montrer que le probl�eme VERTEX-COVERestNP-di�cile, on va r�eduire
polynomialement le probl�eme 3-SAT�a VERTEX-COVER. �A chaque instance de
3-SAT, on associe une instance deVERTEX-COVERqui a une solution si et
seulement si l'instance de 3-SAT en a une. Soit� une instance de 3-SAT, c'est-
�a-dire une formule en forme conjonctive telle que chaque clause de� contienne
trois litt�eraux. On note k le nombre de clauses de� et m le nombre de variables
apparaissant dans� .

�A cette formule � , on associe un graphe non orient�e ayant 3k + 2 m som-
mets. Chaque sommet du graphe est en outre �etiquet�e par un litt�eral. �A chaque
variable x i correspondent deux sommets �etiquet�es par les litt�eraux x i et : x i .
Ces deux sommets sont reli�es par une arête. Cette partie dugraphe est appel�ee
le gadget de la variablex i . �A chaque clause correspondent trois sommets, un
�etiquet�e par chaque litt�eral de la clause. Ces trois sommets sont reli�es entre eux
par trois arêtes. On ajoute en outre une arête entre chacundes trois sommets
d'une clause et le sommet de la variable qui est �etiquet�e par le même litt�eral.
Cette partie du graphe est appel�ee le gadget de la clause.

La construction est illustr�ee sur la formule � = ( x0 _ x1 _ x2) ^ (: x0 _ : x2 _
x3) ^ (x1 _ x2 _ : x3). Les entiers k et m sont �egaux �a 3 et 4 et on obtient le
graphe repr�esent�e �a la �gure D.1.

th=8cm]graph33sat2cover
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Fig. D.1 { graphe associ�e �a la formule �

Nous allons voir que la formule� est satis�able si et seulement si le graphe
G contient une couverture de taille 2k + m. Pour chaque variable x i , il faut
qu'un des deux sommets associ�es soit dans la couverture pour couvrir l'arête
entre ces deux sommets. De même pour chaque clause, il faut que deux des trois
sommets associ�es soient dans la couverture pour couvrir les trois arêtes entre
ces sommets. Ceci montre qu'une couverture du graphe doit contenir au moins
2k + m sommets.

Supposons d'abord que la formule� est satis�able. Il existe donc une af-
fectation des variables telle que� vaille 1. Ceci signi�e qu'au moins un litt�eral
par clause vaut la valeur 1. Pour chaque variablex i , on met dans la couverture
le sommet x i ou le sommet: x i suivant que x i vaille 1 ou 0 dans l'a�ectation.
Pour chaque clause, on met dans la couverture deux sommets dugadget corres-
pondant en prenant au moins les litt�eraux qui ont la valeur 0 et d'autres pour
compl�eter. Ces choix construisent une couverture. Toutesles arêtes �a l'int�erieur
des gadgets sont couvertes. Chaque arête entre les gadgetsdes variables et des
clauses, relie une variable au litt�eral correspondant. Sila variable vaut 1, le som-
met dans le gadget de la variable a �et�e choisi et si la variable vaut 0,le sommet
dans le gadget de la clause a �et�e choisi. Dans les deux cas, l'arête est couverte.

Supposons maintenant queG poss�ede une couverture de taille 2k + m. Il est
clair que cette couverture a exactement un sommet dans chaque gadget associ�e
�a une variable et deux sommets dans chaque gadget associ�e �a une clause. Il est
facile de v�eri�er que le choix des sommets dans les gadgets des variables d�e�nit
une a�ectation qui donne la valeur 1 �a la formule � .



Annexe E

Probl�eme de la somme

Probl�eme ( SUBSET-SUM ).
Une suite d'entiers x1; : : : ; xk ainsi qu'un entier s sont donn�es.
Est-il possible d'extraire une sous-suite de la suite donn�ee de mani�ere �a ob-

tenir une suite dont la somme est �egale �as?
La solution attendue est donc une suite croissante d'entiers 1 � i 1 < i 2 <

: : : < i n � k telle que :

x i 1 + x i 2 + : : : + x i n = s

Proposition.
Le probl�eme SUBSET-SUMest NP-complet.

Preuve.
Le probl�eme SUBSET-SUMest dans NP. Un algorithme pour r�esoudre ce

probl�eme commence par choisir de fa�con non d�eterministeles indicesi 1; i 2; : : : ; i n

puis v�eri�e que la somme x i 1 + : : : + x i n a pour valeur s.
Pour montrer que le probl�eme SUBSET-SUMest NP-di�cile, on va r�eduire

polynomialement le probl�eme 3-SAT �a SUBSET-SUM. �A chaque instance de
3-SAT, on associe une instance deSUBSET-SUMqui a une solution si et seule-
ment si l'instance de 3-SAT en a une. Soit� une instance de 3-SAT, c'est-�a-dire
une formule en forme conjonctive telle que chaque clause de� contienne trois
litt�eraux. On note k le nombre de clauses de� et m le nombre de variables ap-
paraissant dans� . Soient c0; : : : ; ck � 1 les k clauses de� et soient x0; : : : ; xm � 1

lesm variables de� . Pour une variablex i de variable on notep(i ) l'ensemble des
num�eros des clauses o�ux i apparâ�t positivement et n(i ) l'ensemble des num�eros
des clauses o�u xi apparâ�t n�egativement.

�A cette formule � , on associe un ensemble de 2(m + k) entiers qui vont
s'�ecrire avec m + k chi�res en base 10. �A chaque variable x i correspond deux
entiers ni et pi d�e�nis de la fa�con suivante.

ni = 10k+ i +
X

j 2 n ( i )

10j

pi = 10k+ i +
X

j 2 p( i )

10j
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Les entiersni et pi s'�ecrivent en base 10, avecm + k chi�res �egaux �a 0 ou 1.
Pour ni , le chi�re �a la position k + i et les chi�res aux positions den(i ) sont des
1 et tous les autres chi�res sont des 0. Pourpi , le chi�re �a la position k + i et
les chi�res aux positions dep(i ) sont des 1 et tous les autres chi�res sont des 0.

A chaque clausecj , on associe deux entiersqj et q0
j qui sont tous les deux

�egaux �a 10 j . Les entiersqj et q0j s'�ecrivent en base 10, aveck chi�res �egaux �a
0 ou 1. Le chi�re �a la position j est un 1 et tous les autres sont des 0.

On d�e�nit le nombre s par la formule suivante.

s =
X

O� i<m

(10k+ i + 3)
X

0� j<k

(10j )

L'entier s s'�ecrit en base 10 avec des chi�res 1 et 3. Son �ecriture en base 10 a
la forme 1: : : 13: : : 3 o�u le premier bloc comporte m chi�res 1 et le second bloc
comporte k chi�res 3.

Nous allons illustrer cette construction sur la formule

� = ( x0 _ x1 _ x2) ^ (: x0 _ : x2 _ x3) ^ (x1 _ x2 _ : x3)

. Les entiersk et m sont �egaux �a 3 et 4. Les entiersn0; p0; n1; p1; n2; p2; n3; p4; q0; q1; q2

et s sont donn�es dans le tableau E.1.

n x3 x2 x1 x0 c2 c1 c0 Valeur
n0 = 0 0 0 1 0 0 1 1001
p0 = 0 0 0 1 0 1 0 1010
n1 = 0 0 1 0 1 0 1 10101
p1 = 0 0 1 0 0 0 0 10000
n2 = 0 1 0 0 1 0 1 100101
p2 = 0 1 1 0 0 1 0 110010
n3 = 1 0 0 0 0 1 0 100010
p3 = 1 0 0 0 0 0 1 1000001
q0; q0

0 = 0 0 0 0 0 0 1 1
q1; q0

1 = 0 0 0 0 0 1 0 10
q2; q0

2 = 0 0 0 0 1 0 0 100
s = 1 1 1 1 3 3 3 1111333

Tab. E.1 { Les entiers associ�es �a la formule�

La preuve que l'instance du probl�eme SUBSET-SUMa une solution si et
seulement si la formule� est satis�able d�ecoule des remarques suivantes. La
premi�ere remarque est que pour chaque colonne, il y a au pluscinq entiers qui
ont un chi�re 1 dans cette colonne. Ceci signi�e que quelque soit le choix des
entiers, leur somme se fait sans retenue. La somme est donc calcul�ee colonne
par colonne.

Comme le chi�re de s est 1 dans chaque colonne associ�ee �a la variablex i , il
est n�ecessaire d'utiliser exactement un des deux entiersni et pi . Ce-sont en e�et
les seuls qui ont un chi�re non nul dans cette colonne et il n'est pas possible
de prendre les deux. Le fait de prendre de choisirn i ou pi correspond �a a�ecter
la valeur 0 ou 1 �a la variable x i . Chaque entier ni ou pi ajoute 1 dans chaque
colonne associ�ee �a une clause �egale �a 1 pour le choix de lavaleur de la variable
x i . Comme le chi�re de s est 3 dans chaque colonne associ�ee �a clausecj , il
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faut exactement trois entiers qui apportent une contribution dans cette colonne.
Deux contributions peuvent être apport�ees par qj et q0

j mais une contribution
au moins doit être apport�ee par un entier ni et pi . Ceci garantit que toutes
les causes sont vraies. Si plusieurs variables rendent vraie la même clause, on
adapte la somme dans cette colonne en retirant un ou deux des entiers qj et
q0

j .
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