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Chapitre 1

Langages rationnels

1.1 Premeres ¢ nitions

On consultera pour cette section [Per90].

I nition 1.1.1.

{ Un alphabetest un ensemble ni (souvent noe ou A) dont lesebments
sont appeks lettres.

{ Les mots sur l'alphabet A sont les suites nies deements de A (on les
notera : u = ujUz:::uy avecs8i;u; 2 A).

{ La longueur d'un mot u = ujuy:::u, estn, on la note juj.

{ Le mot vide note " ou 1 corresponda l'unique mot de longueur 0.

{ Un langagesur l'alphabet A est un ensemble de mots suA.

{ On note A |'ensemble de tous les motsur l'alphabet A.

[ nition 1.1.2 (Concaenation).
La concaknation corresponda la mise bouta bout de deux mots. Il s'agit
de la loi de composition :

U= UgU2:::Un;V=ViVe iV 7P UV = U V= UilUy  UpViVe:iiVy
Elle est associative ((v)w = u(vw) = uvw) et il existe uneement neutre ( " ).

Exemple.
u = abb;v= bbbb; u= atf

[ nition 1.1.3 (Monaode libre).
L'ensemble de tous les mots suA, muni de la concatnation, est appee
mono’de libre sur A.

Notation.
Le moneide libre sur A est noe A . Cette notation sera justiee par la suite.

1.2 Ogerations rationelles
Ce nition 1.2.1 (Union, Produit).

{ L' union est l'ogeration quia deux langages L et L° associe le langage
L+LO=1L[ LS
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{ Le produit est l'ogeration quia deux langages L et L° associe le langage
L L°=LLO%=fuv u2Letv2L%.

Exemple.
SionposeL = fu2 A jujpairgetL®= fu2 A juj impair g, alors on
a:

{L+L%=A {LLO= LO= L
{LA%=Lnf"g {LL =L (L estun sous-monede deA )

Ce nition 1.2.2 ( Etoile).
SoitL A ,oncnit:

L°=f"g, L™ =10LY;, L= L

Remarque. _ .
Encreral L' 6 fu' u2Lg.

Exemple.
SiL = fa;bag, alorsL est constitte de tous les mots dans lesquels chaque
b est suivi d'un a.

Remarque.
Ceci justi e donc a posteriori la notation A .

1.3 Langages rationnels

[ nition 1.3.1 (Langages rationnels).

La classeR deslangages rationnels(sur A) est la plus petite famille de
langages telle que :

{;2 RetB8a2 A;fag2 R;

{ R est close pour les operations rationnelles (I'union, le poduit et letoile).

Exemple. S
{ Le langage A est rationnel puisqu'il secrit A =, ,fag.
{ L=fu2 A juj pair gestrationnel puisqu'il secrit L = (AA) = (A?) .
{ L9=fu2 A juj impair g est rationnel puisqu'il secrit L°= AL.

Ce nition 1.3.2 (Expressions rationnelles).
La classeE desexpressions rationnellesest la plus petite famille d'expressions
telles que :
{ 8a2 A;fag2 E;
{ pour tout couple d'expressions E; E9 de E, les expression&€ + EC E E°
et E sont encore dansE

Remarque.

Notons qu'ici, +, et sont des symboles inertes et non des operations.
Notation.

On omettra les accolades lorsqu'on notera les singletons é&ihs des expressions
rationelles) :

{ L=fag+ fbag=a+ baetL =(a+ ba



1.3. LANGAGES RATIONNELS 11

{A=a+a+ +ay

Exemple.
A tous les mots (surA)
aA mots qui commencent para;
A a mots qui nissent par a;
(aa+ b) mots dans lesquels les facteurs maximaux formes da

congecutifs sont de longueur paire;;
(aba+ b)  mots qui ont un nombre pair de a.

Ce nition 1.3.3 (Automate).

Un automate A sur l'alphabet A est un quintuplet (Q; A;E;I;F ) au Q est
ni, I QF QetE Q A Q.Onappelleleseements deQ lesetats, ceux
de | lesetats initiaux, ceux de F lesetats naux et ceux de E les transitions.

Notation.

On notera les transitions :p!* q (au lieu de (p;a;q) 2 E).
Exemple.

A =(fl;2g;fa by f(1;0;1);(1;a;2); (2, 0;2); (2;a;1)g; f 1g; f 19)

a

Fig. 1.1 { Exemple d'automate

[ nition 1.3.4 (Chemin).
Un chemin (dans l'automate (Q; A; E; I; F )) est une suite nie de transitions
congecutives : pj s pi+1 - On le note :

pof pfpp P %1 tpy 1Py
On dit que pg est letat de depart et p,, letat d'arrivee .

Exemple.

Lasuite21® 11° 11° 11® 21° 2 est un chemin dans 'automate de l'exemple
peedent.

[ nition 1.3.5 (  Etiquette d'un chemin).
Par ¢k nition, I' etiquette du cheminpo f* pr P2 pp ©° %1 " py 1 P p, est
le mot yyaz:::an 1@n.

Notation.
On peutetendre la relation\ | "aux mots en notant (dans un automate )
p!" ql'existence d'un chemin depa getiquet par w.

Exemple.
Letiquette du chemin de I'exemple peedent est abbab
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Ce nition 1.3.6 (Chemin acceptant).
Un chemin est dit acceptant ou eussi lorsque letat de cepart est initial et
letat d'arrivee est nal.

[ nition 1.3.7 (Mots accepes).
Un mot est dit accepe par l'automate A s'il est letiquette d'un chemin
acceptant deA.

Notation.
On note L(A), le langage des mots accepes paA.

Treoeme 1.3.1 (Kleene, 1956).
Un langagel est rationnel si et seulement s'il existe un automate ( ni) A
tel queL = L(A).

Preuve.

Montrons par induction (sur la longueur de I'expression raionelle) que siL
est rationnel alorsL nf"g est accept par un automate (ensuite, si besoin est,
on ajoute letat initial dans lesetats naux pour que " soit accepg, une fois
automate normalise).

{L=a:
O O

Fig. 1.2 { Preuve de Kleene : automate cecrivanta

LO+ LO: voir Fig. 1.4, page 13
L 9% voir Fig . 1.5, page 13

{ L=(LY :voir Fig. 1.6, page 13

Pour l'autre sens de lequivalence, on renvoie le lecteur aex algorithmes ci-
dessous. O

(L=
{L=
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OO

Fig. 1.3 { Preuve de Kleene : automates de bask® et L

AO

AOO

Fig. 1.4 { Preuve de Kleene : union de deux automates

Fig. 1.5 { Preuve de Kleene : produit de deux automates

AO

Fig. 1.6 { Preuve de Kleene :etoile d'un automate (letat 2 s'ob tient par la
fusion desetats naux et initiaux de AC puisqu'on travaille sans"-transitions)
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Algorithme (McNaugton-Yamada).

Lk

Ko =faia:iay 1an n2Netqfip " gCavecsip; 211;2;:::;kgg

S
Ainsi,ona:L(A)= ;¢ LY. Or

I
Lyge=fa (mad)2Eg
k+1 — 1 k k k k .
Lq;q0 - I—q;q0 + I-q;k+1 (Lk+1 ;k+1) I-k+1 ;q0*
Ceci permet de conclure par ecurrence suik.

Algorithme (Methode parelimination).
Voir Fig. 1.7, page 15 et suivantes (sur cet exemple, on trouve naleent
L=(a+aba) ).

Lemme 1.3.2 (Lemme d'Arden).
Soita esoudre lequation en le langage X : X = KX + L. Alors :
{ si " 62X, l'unique solution estX = K L.
{ si "2 K, les solutions sont de la formeX = K (B+ L), a1 B A .

Preuve.
Notons queK L est solution de lequation: eneet K L = K(K L)+ L.
Soit maintenant X une solution de lequation X = KX + L.OnalL X
et, par ecurrence imnediate, K L  X.
Pour montrer l'autre inclusion, on distingue deux cas :
{ si" 2 K, montrons par I'absurde queK L = X en supposant queX nK L
est non vide.
Soit donc u, un mot de X nK L de longueur minimale. Commeu 2 L, ce
mot secrit u = kx aveck 2 K et x 2 X ; alorsx 2 K L car si ce nétait
pas le cas, onauraitu2 K L.Or k6 "; doncjxj < juj ce qui contredit la
minimalie de juj. La contradiction montre que X nK L est vide, ce qui
est le esultat attendu.
{si "2 K, remarquons d'abord que pour tout B A,K (B+L)est
solution de lequation.
Montrons alors que siX est solution de lequationona X = K (X +L). Le
esultat X K (X + L) est immediat. Mais on a aussi, X etant solution
de lequation, L X . Ce qui donneX = X + L ; et ainsi, par ecurrence
imnediate, K (X + L) X.
O

Algorithme (Methode de Gauss).

Pourq2 Q = f1;:::;ng, soit Xq I'ensemble deg motsetiquettes d'un chemin
de ga unetat nal. Alors, pour trouver L(A) = ;,, X;j, on esout, grace au
lemme d'Arden, le syseme :

8i:X; = P (iai)2E aXj + " sii est nal
(iaj )2E ax; sinon
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Fig. 1.7 { Methode parelimination : on normalise.

b+ ab a

Fig. 1.8 { Methode parelimination : nouvelle normalisation

(Pm ab a+ XX X@

Fig. 1.9 { Methode parelimination : on conclut (avec X = b+ ab a).
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1.4 Automates cterministes

[ nition 1.4.1 (Automate dterministe).
Un automate A = (Q; A E; I;F ) est ceterministe si :
{i1j=1;
{ si(p;a;0et(p;a;d) 2 E alorsq= o’
Voir Fig. 1.10, page 16 efig . 1.11, page 16.

Fig. 1.10 { Automate ceterministe

a;b a;b

Fig. 1.11 { Automate non ceterministe (langage reconnu : A abA )

Proposition 1.4.1.
Tout automate estequivalenta (accepte le méme langage ug) un automate
ceterministe.

Preuve.
Soit A =(Q;AE;I;F ). On pose
A= PQLAE=flgF=fP Q P\F6g
avecE = (P;a;P%) P°=fq 9p2P;p!® qg :
Ainsi, A est ceterministe et accepte le méme langage qué (comme le montre

le lemme suivant).
Voir Fig. 1.12, page 18. O

Lemme 1.4.1.
Pour tout w 2 A , il existe un chemin del a P dans Aetiquet par w si et
seulement siP = fq 9i 2 I; 1" qdansAg

Ce nition 1.4.2 (Automate complet).
Un automate est dit complet lorsque8p 2 Q;8a2 A;992 Q;(p;a;0 2 E.
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Notation.
Dans un automate deterministe complet A = (Q;A; E; I; F ), on notera (pour
g2 Qeta2 A) g aluniqueetat ptel que (g;a;p 2 E.

Proposition 1.4.2.
Tout automate estequivalenta un automate complet.

Preuve.

Il'sutd'introduire unetat  p 62Q, le puit, et poserA®= ( Q[f pg; A;E%I;F),
avecE%= E[f (g;a;p g2 Q[f pget 6 & (q;a;d) 2 Eg. Notons que
si A est ceterministe, 'automate compee A° I'estegalement (voir Fig. 1.13,
page 18). O

Corollaire 1.4.1 (Cloture par compémentation).
SiL A estrationnel, alors A nL est rationnel.

Preuve.
SiA =(Q;AE;I;F ) est ceterministe et complet et L(A) = L, alors, pour
A%=(Q;AE;l;Q nF), L(A9= A nL. .

1.5 Quotients

Pour toute cette partie, on consultera [BBC93].

[ nition 1.5.1 (Langages quotients).
SoitL A . Le quotienta gauche deL par u 2 Agestu IL=fv u2Lg
Le quotienta gauche deL par K A estK L= ",k L.

Proposition 1.5.1.
On a les relations suivantes :
{pour u2 A,u Y(L+LY=u L+u 1LO
{ poura2 A,a H(LLY=(a L)L% (L)a L% avec (L)=

{pour a2 A,a YL )=(a L)L
{pour u;v2 A, (u) L=v (u L).

n Si n 2 L
;. sinon

Proposition 1.5.2.
Un langageL est rationnel si et seulement si il a un nombre ni de quotiens
a gauche.

On consulteraegalement, pour ce criere de rationalie , [Sak03], P.127.
Preuve. Soit tout d'abord L, un langage rationnel accept par un automate
ceterministe complet A = (Q;A;E;I;F ). Pour u 2 A , on note g, le dernier
etat du chemin détiquette u partant de letat initial. Alors

u L = fv il existe un chemin deq, a unetat naletiquet par vg

Ainsi gy = guo) u ‘L =u’lL.Etdoncjfu 'L u2A g jQj
(Voir Fig. 1.14, page 18)
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b Fig. 1.12 { Automate de 1.11 une fois ceterminie

Fig. 1.13 { Ajout d'unetat-puits sur l'alphabet fa;b;q

O——®

Fig. 1.14 { Quotientagea gauche
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Soita pesent L un langage ayant un nombre ni de quotientsa gauche. On
e nit un automate A. = (Q;A;E;l;F ) par:
Q=fulL u2Ag
| =fLg
F=fulL "2u Lg=fu 'L u2lLg
E=f(u L;a;(ua) 'L =a (u L)) u2A ;a2 Ag:

On montre alors queL " u 1L, et, de &, que A_ accepteL. O

Exemple.
SoitL =(ab) .Onaalors:a L =bL,b L =;,a (bL)=; etb (bL)=
L.

Fig. 1.15 { Exemple 1.5 : Automate minimal obtenu par lenunera tion des
quotients du langage

1.6 Morphismes d'automates

Ce nition 1.6.1 (Morphisme).

Soit A = (Q;AE;l = fig;F)et A°=(Q%A;E%I= fi%; F9, deux auto-
mates ceterministes. Une application : Q! QPestunmorphisme d'automates
si:

{ (H=1i°

{ (@2F°% q2F

{(ad2E) ( (aa (@) 2E"

Proposition 1.6.1.
Soit A et A? deux automates ceterministes complets et un morphisme de
A vers A% Alors L(A) = L(A9.

Preuve.
Siu=aya, a, 2L(A),ona:

ift P! frq 2 F

et ainsi
i°= O)F @ @' " (%)2F°
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Siu=aya, a,2L(A),ona:
i 2t fr g 2F

et ainsi
i°= O @f (! M (q)2F°

Ce nition 1.6.2 (Surjectivie).
Un morphisme : Q! QPest dit surjectif si (Q)= Q°

@ nition 1.6.3 (Quotient).
Un automate A° est dit quotient de l'automate A s'il existe un morphisme
surjectif de A sur A°.

Proposition 1.6.2.

L'automate A, (ck ni dans la preuve de la proposition 1.5.2, 17) est un
guotient de tout automate ceterministe, complet etemone (dont tous lesetats
sont accessibles) qui accepte L.

Preuve.
Soit A = (Q;A;E;I; F ) ceterministe, complet etemonce.
Pour g2 Q, on ¢ nit :

Ly = fv il existe un chemin dega unetat naletiguee par vg
L(Q;AE; fag F)

Ainsi, s'il existe un chemin deia getiquee par u alorsLq = u L. De nis-
sons par :Qq2Q7! Ly (etdonc (i)=L).

Alors,q2 F, "2 Ly, (g naldans A_. De plus, lorsquei " q!* ¢
dansA,ona:

Lg = u'L
doncLe = (ua) L=a *(u L) (1.1)

Ainsi, (Lg; &; Lg) est une transition de A, ce qui montre que est un morphisme
d'automate (la surjectivie estevidente). O

Ce nition 1.6.4 (Congruence).

On appelle congruence sur A (automate deterministe complet) toute une
relation dequivalence  sur Q qui \eri e (pour tout q;d et a) :

{a &) (@2F, d2F)

{g & aga da

Proposition 1.6.3.
Si est un morphisme deA sur A° et si A° est muni d'une congruence °,
alors, la relaton ceniepar: g o, (g ° (g9 estune congruence.

Proposition 1.6.4.
Si est une congruence Su, posons :

A% = Q= ;AE;l =f[ilgF =f[d q2Fg
f(ldl;a;[qa) 92 Qg (1.2)

avecE
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Alors, :Q! Q= est un morphisme.
([q] enote bien entendu la classe de letatg pour la relation dequivalence

)

Proposition 1.6.5.
Larelation y ceniepar: q n o, Lq = Lo est une congruence appeee
congruence de Nerode.

1.6.1 Calcul de la congruence de Nerode
Methode ierative

e nissons :

9 09, (@2F, ¢"2F)
q i1 , q idet8a2A;q a ;¢ a (1.3)
Proposition 1.6.6.
Il existe kK j Qj tel que k= +1.De plus, k= k+n pourtoutn O et
k est la congruence de Nerode.

Preuve.

Les deux premeres a rmations sontevidentes et on conclut par ecurrence.
Siq6k ¢ alors (comme = k1), qaby o, etdonclq 6 Ly d'al q6n o
Cela montre que ¢ est moins ne que la congruence de Nerode.

Mais, siq , o alors pourtoutu=a; a,ona:

qft Pag2F, ot P 2F

Ce qui implique queq n o O

Algorithme de Hopcroft

I nition 1.6.5 (Stabilie et coupure).

Soit A = (Q;A; E;I;F ) un automate complet ceterministeemonde, a2 A
etB;C Q.

On dit que B eststablepour (C; a) si l'une des deux conditions suivantes est

remplie :
{B a C
{ B a\ C=;

a B a=fg a g2Bg.
Sinon, on dit que (C; a) coupe B et on pose :

B = fg2B q a2Cg
B, = fg2B q azCg 1.4)
Remarque.
Ainsi, une partition fPy;:::;P,gde Q compatible aveck est une congruence

si et seulement si8P;;P;j;a 2 A, P; est stable pour ;; a).

Proposition 1.6.7. U
SoitB Q,C=C; C,( repesente l'union disjointe), alors :
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{ Si B est stable pour(C;;a) et (C;a) alors B est stable pour(C; a).
{ Si B est stable pour(C;;a) et (C;a) alors B est stable pour(C;; a).

Algorithme.
P:=(F,QnF)
if jFj j QnFjthen
S=f(F,a) a2 Ag

else
S=f(QnF;a):a2 Ag
end if
while S6 ; do
(C;a) :=unekmentde S
S= Snf(C;a)g

if (C;a) coupeB enBj;B; then
remplacerB par B;;B, dansP
forall b2 A do
(boucle en complexie proportionnellea jCjjaj)
if (B;b) 2 Sthen
remplacer (B;b) par (Bi;b) et (B2;b)
elseif jBij j Baj then
ajouter (B1;ba S
else
ajouter (B2;ba S
end if
end for
end if
end while

Voir [BBC93]

Preuve.

Terminaison
Le nombre de coupures est borre pajQj.
A la terminaison, la partition calcuee corresponda la congruence de Ne-
rode.

Validie

Notation.

P est stable pour (C;a) si 8P 2 P, P est stable pour (C;a).
On a l'invariant suivant :

Proposition 1.6.8.

Pour tout a2 A et P 2 P, P est combinaison bookenne de :

{ parties C telles queP est stable pour(C;a) ;
{ parties C telles que(C;a) 2 S.

On obtient donc bien une congruence. Il restea montrer qu'l s'agit de la
congruence de Nerode, cela se fait par ecurrence.
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Complexie
La complexie totale est en ( jAjjQjlogjQj).

1.7 Lemmes de ktoile

On les appelleegalement lemmes d'ieration, ou de pompag. On consultera
pour ce criere de rationalie [Sak03], p. 77.

Il existe une multitude de variantes pour ce lemme ; nous en psentons les
principales. Leurs cemonstrations sont toutes bases suun usage plus ou moins
n du principe des tiroirs (les tiroirsetant lesetats d'u n automate reconnaissant
le langage), ou de sa version plusevoliee : le treoeme & Ramsey.

Proposition 1.7.1 (Lemme de Etoile faible 1).
Si L est rationnel, il existe un entier n tel que :
(
ifi n ) 9(u;v;w)2 A ;veE "

f2L f =uwetuvw L

Exemple.
Gracea ce lemme, on peut montrer queL = fa"’ n 0Og n'est pas
rationnel.

Par contre, L [ (A baA ) \erie la condition de rationnalie de ce lemme
sans pour autant étre rationnel { ce qui montre que cette comlition n'est que
su sante.

Proposition 1.7.2 (Lemme de Etoile faible 2).
Si L est rationnel, il existe un entier n tel que :

(
ifi n ) 9(u;v;w)2 A ;v6 "etjuvj n
f2L f=uwetuvw L

Proposition 1.7.3 (Lemme de Etoile faible 3).
Si L est rationnel, il existe un entier n tel que :

(

f = xyz avecjyj n ) 9u;v;w  vEé"
f2L y=uvw etxuv wz L

Proposition 1.7.4 (Lemme de kEtoile faible 4).
Si L est rationnel, il existe un entier n tel que :
(
f =xu1 upz ) 9(i;j);0 i<j n
f 2L et(8i)u 2 A* XUi  Ui(Uis1  Uj) Ujsz  Upz L

Malheureusement, cette condition n'est toujours pas recesaire, comme le
montre le langageL = fa'tbd?b a'"b 9ji; 6 jg

Pour pesenter la version la plus aboutie du lemme de letale, nous avons
besoin de quelques ¢k nitions.
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& nition 1.7.1 (Propréees ket 9.
L eriela propree  (resp. Q) pourk Osi:

8i;u; 2 A*; 8f = xuus  ukz; 9(i;j);0 i<j k tels que :
f2L,8 n 0 xur U(us  u)"uaa  wz2lL
(resp.f 2L, Xui UUj+ ugz2L)

Proposition 1.7.5 (Lemme de ktoile fort).
Soit L, un langage. Il y aequivalence entre :

1. L est rationnel.
2. Il existe k 2 N tel quelL erie .
3. Il existe k 2 N tel queL rie 2.

Notation.
Si E est un ensemble, on noterdP ¢ (E) I'ensemble des partiesak eements
deE.

On admettra le treoeme suivant :

Theoeme 1.7.1 (Ramsey).

Pour tout triplet d'entiers naturels (k;m;r), il existe un entier N (k;m;r)
tel que pour tout :

{ E, ensemble tel qugEj N ;

{ C, ensemble tel qugCj = m;

{ f, une fonction : Px(E)! C.
il existe F E tel que :

{JFj r;

{ift(Pu(F)] 1

Pour la preuve du ttreoeme de Ramsey, on consultera [vLW92.

Preuve du lemme de letoile fort.

Trivialies
Tout d'abord, il estevident que (1:) ) (2:) et que (2) ) (3. Il reste
donca montrer que (3:) ) (1)).

Bemarche

On montre dans un premier temps que sL satisfait 2, alorsu 'L satisfait
9 pour tout mot u.

Dans un deuxeme temps, on montre que le nombre de langagesrvant
9 est ni.

Finalement, avec ces deux esultats, on obtient qu'un langge \eriant  ©

a un nombre ni de quotientsa gauche. La proposition 1.5.2 nontre alors

qu'il est rationnel.

Premier temps

Soit un mot u et un entier k, es. Supposons quelL \erie Q.

Soit alorsf, un mot qui skcrit: Xxuiju, uyxz avec8i;u; 6 ".

Ainsi, f 2u L, uf 2L, uxu; u U+ uz2L.

Il est alors imnediat que u 1L satisfait Q.
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Deuxéme temps
Appliquons le theoeme de Ramsey pourk = m=2etr = k+1, 0on a
donc un entierN = N(2;2;k + 1).
Montrons maintenant que pour deux langaged et K wriant 2, siL\
"+ AN = K\ ("+ AN alorsK = L. Et cela permettra de conclure
puisque ( + A)N est ni.

On montre par ecurrence sur jfj quef 2K , f 2L :

Dep, cette propree est imnediate lorsque jfj N.

Sinon,jfj N +1,etonecrit f =a aywa 8i;jaj2Aetw2A.
Posons maintenant :

X =1(@;]) a aag+ aww2lg

. P — 0 v 0 si(j)2X
Si l'on poseE = f1;:::;Ng, C = fO;1getf (i;j ) = 1 sinon
le treoeme de Ramsey (pour (k =2;m = 2;r = k + 1)) nous donne un
ensembleak + 1eements F = fig;:::;ikg tel que I'on est dans l'un des
deux cas :
{ Pour tout couple d'entiers (m;n) \eriant 0 m < n k, on a
(im;in) 2 X (soitag &, ai,+1 ayw?2 L).
{ Pour tout couple d'entiers (m;n) \eriant O m < n k, on a

(im;in) 2X (soitag @&, &, +1 ayw 2 L).

On peut alorsecrire f sous la formexvive vy avec :

{ x=aa a, 1;

{vi=a, ,& ,+1 a 1pourl | Kk;

{y=a,+1 an.

On utilise alors la propree ¢ deK avec la factorisation def ci-dessus. On
obtientdonc deux entiers et telsquef 2K , aa & a +1 ayw?2
K.

Or, par ecurrence,ay & & +1 aynw2K, a & a +1 ay w2
L. Commeonavaitf 2L, a & & +1 ayw?2L,ona bien lequi-
valence recherctee.

Voir [Sak03]. O

1.8 Reconnaissance par morphisme

[ nition 1.8.1 (Mono «de).
On appele monode tout ensemble muni d'une loi de composition interne
associative qui posede unekment neutre.

Exemple.
{ A , muni de la concatnation (pour A, alphabet quelconque)
{ G groupe, muni de sa loi naturelle (par exemple Z=2Z7)
{ M =11 ; g, alestlekment neutre et ai la loi sur les autresel ements
est ¢k nie ainsi :
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{ = 2=
{ 2 = =
[ nition 1.8.2 (Morphisme de mono «des).

Soit M et M ° deux monedes. On appellemorphisme deM dans M ° toute
applicaton :M ! MO%quierie:

{ Am)=1mo

{ (xy)= (X) (y), pour tout couple de mots (X;y).

[ nition 1.8.3 (Reconnaissance par morphismes).

On dit qu'un langage, L A , estreconnu par le morphisme :A ! M
si et seulement si il existe une partieP de M telle queL =  (P) (on a donc
P= (L)| P estunique sietseulement sile morphisme est surjecti.

Exemple (pourM = Z=27).

{ A | M (dans ce cas : %(0) = (A?))
w 7! jwjmod 2
{ A I M (danscecas: (0)=(aba+ b))

w 7! jwja mod 2

Exemple (pourM = f1;; getA= fa;hg).
A1 M cenipar:

8 .
<1l siw="
(w) = siw 2 aA
siw 2 bA
[ nition 1.8.4 (Reconnaissance par mono «de).

On dit qu'un monoede M reconnat le langagelL s'il existe un morphisme
A ! M quireconnatL.

Proposition 1.8.1 (Rationnalie par morphisme).
Soit L A . L estrationnel si et seulement s'il existeM un monode ni
et un morphisme :A ! M, quireconnat L.

Preuve.
SiL estreconnupar : A ! M (M pouvant plus greralement &tre un
monode quelconque), on construit l'automate A = (Q; A E; I; F ) c nit par :

(L)
=f(m;aym (@a)) m2 M;a 2 Ag
Cet automate reconnat L, ce qui prouve un sens de lequivalence.

Exemple.
Pour M = f1;; getlaloi ceprencontee en 1.8 : Voir Fig. 1.16, page 30.

Pour le sens direct, on utilise les de nitions suivantes :

[ nition 1.8.5 (Mono «de des relations binaires).
Soient r et r° deux relations binaires sur un méme ensembl&. On ¢ nit
la composition de ces deux relations, noear ° par :

o= f(x;z) 9y(x;y) 2 ret(y;z) 2 r%

10n peut toujours supposer que  est surjectif en le co-restreignanta son image.
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On notera Re le monoede des relations binairessur I'ensembleE (muni de la
loi decrite ci-dessus).

Ce nition 1.8.6 (Morphisme des transitions).

Etant donre un automate A = (Q;A;E;I;F ), le morphisme :A ! Rg
e nit par :

w)=ry = f(g;d) q!" ¢°dansAg
est appek morphisme des transitionsde A ( (A ) est appek monode des tran-
sitions).
Avec ce morphisme, il sut de prendre :
P=fr 9i21;9f 2F;(i;f)2rg

pour avoir le esultat rechercte. O

[ nition 1.8.7 (Sous-mono «de).

M O est appek sous-monede de M lorsque M°® M et M© I M estun
morphisme.

[ nition 1.8.8 (Mono «de quotient).
On dit que M %est quotient de M s'il existe un morphisme surjectif : M 7!
MO,

Ce nition 1.8.9 (Mono «de diviseur).
On dit que M °divise M si M % est quotient d'un sous-monede M, de M .

Notation (M © divise M ).
On note cela :M°C M

Voir le sctema de ces relationsFig . 1.17, page 30.

Proposition 1.8.2 (Ordre de la division).
La relation divise est une relation d'ordre sur I'ensemble €s monedes nis.

Remarque.
On perd l'antisynetrie lorsque les monodes sont in nis.

Exemple.
On peut illustrer ce fait avec M = fa;by et M= fa;b;c;dy (remarquez
queM  M9. Et en consicerant les morphismes  nit par :

M1 MO W7 w

5a7! aa
b7! bb

32 c7lab
d7! ba

MO M

Preuve.
La e exivie estevidente et l'antisynetrie se \eri e facilement parequipo-
tence.
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Pour la transitivie, supposons que M C M °C M % alors :

M, [ Mo [ Mo

# 40
M, I© Mo
#
M

[ nition 1.8.10 (Congruence).
Une relation dequivalence & nie sur M est appeke congruencesi :

x X9

) Ky

Proposition 1.8.3.
(M=) est un monade pour la loi & nie par [x][y] = [xy] (@ [X] designe
la classe dex dans I'ensemble quotient).

Remarque.
llsutde montrerque y y°)8 x;zxyz xy%.

[ nition 1.8.11 (Contexte).
Pour tout langageL A , on appellecontextedey 2 A l'ensembleC(y) =
f(x;z) 2 (A )?:xyz 2 Lg.

Proposition 1.8.4.
La relation | ¢k nie ci-dessous est une congruence :

y (Y’ Cy)=C(y9),8 x;z2A (xyz2L, xy%221L)

Preuve.
Siy L y%ona8x;z2A ,C(xyz)= C(xy%) etdoncxyz | xy%. O

Ce nition 1.8.12 (Congruence syntaxique de L).
On appelle congruence syntaxiquda congruence | .

[ nition 1.8.13 (Mono «de syntaxique).
Le monode syntaxiqueest :M (L) = A =

Proposition 1.8.5.

M reconnat L )
) MO reconnat L

M [ mo
M reconnat L o

2 M quotient de M © ) M Preconnat L
M reconna L o

3 Mcwmo ) M reconnat L
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Preuve.
1. et 3. sontevidents.
2.:poura2 A, cenissons %a)= m2 M%pour mieriant (m)= (a).

Ensuite, on e nit  surtoutmot ! = a; a, par (!)= (a1)::: (an).
Alors, par ce nition (') = ().
Eten posantP°=  (P), onabien °1(P9)= I(P). O

Proposition 1.8.6.
M (L) reconna’t L.

Preuve.
Eneet, : A ! M (L) est un morphisme etL = P)aw P =
T

fr 1 2Lg. O

Proposition 1.8.7.
SoitL 2 A et M un moncde. Alors,

M reconnatL, M(L)CM

Preuve.

En utilisant les propositions 1.8.5 et 1.8.6, on obtient immadiatement que,
siM(L)CM, alorsM reconnat L.

Reciproquement, si M reconnat L, soit un morphisme :A ! M tel que

L= YP)pouruncertainP M ;M%= (A ) estun sous-monede deM .
A ! MO
# .0
M (L)

Onpeutposer { (!)= ()carsi ()= (19Yalors (x) (!) (y) 2
P, (X)) (9 (y)2Pdoncxly 2L, xI %2L. O

Exercice.
Montrer que M (L) est le monade de transition de I'automate minimal de
L.

Exemple.

Soit L = (ab) . L'automate minimal est dessirea la gure 1.15.

On a alors la table de lecture 1.1 (page 30).

Le monode assoce comporte 6eementsf1;0; ; ; ; g et a les propre-
£s suivantes :
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01 2

="10 1 2
aba=al|l 2 2
bab=b|2 0 2
O=bb=aa|2 2 2
ab|0 2 2

bal|2 1 2

bb|2 2 2

aball 2 2
bab|2 0 2

Tab. 1.1 { Table de construction du morphisme assoceaFig . 1.15, page 19
a;b

Fig. 1.16 { Exemple d'automate construita I'aide d'un morphism e de monedes
reconnaissant un langage rationnel

MO

Fig. 1.17 { Diagramme des relationssous-monede, quotient impliqiees par la
relation divise.
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1.9 Langages sansetoile

[ nition 1.9.1 (Langage sansetoile).
La famille deslangages sansetoileest la plus petite famille E telle que :

{ ;2 Eet8a2 A;fag 2 E;

{ E est stable par union ((K;L) 2 E>) K + L), concaenation ((K;L) 2
E2! KL) et compementation (K 2 A nK).
Ainsi, si K et L appartiennenta E, alorsK + L et KL appartiennenta L

Exemple.
Ona:
{ A = An; et est donc un langage sansetoile.
{ (ab) 2 Ecaril secritaussi (ab) =(aA \ A bynA (aa+ bHA .
{ (aa) n'est pas sansetoile.

[ nition 1.9.2 (Groupe contenu dans un mono «de).

On dit qu'un groupe G est contenu dans un monaede M si :

1.G M

2.8(0;P) 2 G%,9:c0°= gmg°®
Attention,a prioril g 6 1y . On dit que M est aperiodique s'il ne contient pas
de groupe non trivial.

Theoeme 1.9.1 (Sch  wtzenberger).
L est sansetoile si et seulement sM (L) est ageriodique.

Preuve.
Le treoeme se prouve aigment une fois cemontes les dx lemmes suivants :

Lemme 1.9.2.
Pour tout monoede ni M,

M est agriodique()8 m2M; 9! 2N ;m' = m'

Preuve.

=) : Montrons cela par contraposition.

Supposons que dans un monrde, M, il existe m tel que : 8! o,m' 6
m' *1 . Alors, M etant ni, 9k;I 2 N ;m**' = mk. Soitp=minfl2 N mk+!' =
mK, commep 2, on peut cenir G = fmk;mk*1:::::mk*P 1g; G est un
groupe isomorpheaZ = pZ, non trivial.

(=:Si8m2M;9:;m' = m'* alors pour tout groupe G contenu dans
M ona8g2 G;g' "= ¢ ! (avec! °= ppcmy ¢! (g)) ce de quoi on ceduit que
G est un groupe trivial. O
Lemme 1.9.3.

Pour L A rationnel :
M (L) aperiodique ( (9w 1 8(x;y:z):xy¥z2L, xy"*'z2L)

Notation.
Pour un langage tel queM (L) aperiodique, on note i(L) le plus petit entier
tel que 8(x;y;z);xy!Mz2 L, xy't)*lz2 L.
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Lemme 1.9.4.
Pour K;L A rationnel :
i(fag) = 1
i(K+1L) max(i(K);i(L))
i(KL) i(K)+i(L)+1
i(A nK) = i(K)

On en ckduit qui si L est sansetoile alorsM (L) est ageriodique.

Lemme 1.9.5 (E acement).
Soit M aperiodique et p;m;q2 M.

m=pmq) m=pm= mgq

Preuve.
Ona:
m = pmg= p"mg" = p*mg"** = mq

et on proede pareillement pourm = pm.

Lemme 1.9.6.
Pour M, un monode ageriodique :

fmg=(mM \ Mm)nJ
aJ=fx2M m2MxM g.

Preuve.

Tout d'abord, m 2 mM \ Mm et de plusm 2 MmM doncm 2 J. D'ai

fmg (MM \ Mm)nJ.

Soit maintenant m°2 (mM \ Mm)nJ,
Onam®2 mM \ Mm doncm®= mp= gm.
pautre part, m°62) alorsm 2 MmM doncm = um%.

m®= gm
donc m = ugmv. Et par e acement, m = ugm = mv.
( m = um%
m = ugm
o a doncm = um?®
( m°= gm
mP=m
po donc m®= um%. Et par e acement, m°®= um®
m = um
Doncm=m®da (mM \ Mm)nJ f mg. O
Lemme 1.9.7.
Soit M, un monode ageriodique, : A ! M un morphisme, etm 6 1.
Alors :
m)y=(UA \ A V)n(A WA )
a [
U= Yn)a
n (a)M=mM

n62nM
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[ 1
V = a -(n)
Mm =M (a)n
néMm
et 0 1
[ 1
W=fa mé6M (aMg]| a ~“(n)b

méM (a)\ (b)M
m2(M (a)nM\ Mn (b)M)

Preuve (m) sansetoile.
Posonsr(m) = jMmM j. Faisons la demonstration par ecurrence sur jM j
r(m):
{sir(m)=jMj,alorsm=1¢et:
la)=fa (a)=1g =A nAfa (a)61gA

{ sinon; (mM)=(UA \ A V)nA WA

Lemme 1.9.8.

M =My s (m)

Voir [Pin84] pour un expos complet.

Exemple.

PrenonsL = (ab) et consiceronsM = f1;;; ; ; 0g. OnaM M
fo;, ; g, ainsi :

{ ="

{ (a=(ab)a=(aA \ A a)nA (aa+ bhA
(en prenantU = a;V = a;W = aa+ bb.

33
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Chapitre 2

Langages algbriques

Les langages algebriques sont parfois appektangages hors contexteou en-
core context-free dans la literature anglaise. Pour tout ce chapitre, on se repor-
teraa [Aut87].

2.1 Grammaires algebriques

2.1.1 [enitions et exemples

Ce nition 2.1.1 (Grammaire).
Une grammaire G est un triplet (A;V;P) a1 A, V et P sont des ensembles
nis \eri ant :
P V (A[V)
A est l'alphabet terminal, V est l'alphabet non terminal (constitle des va-
riables), et P est I'ensemble de egles.

Notation.
On note v! u lorsque (v;u) 2 P. Par extension, on notev ! u; + up +
+ up lorsque8i; (v;u;) 2 P.

Exemple.
On ¢ nit une grammaire par :

A=fabgV=1fSgP: S! aSb+"
On verra que, pour cette grammaire,Lg(S) = fa"t' n 2 Ng.

Ce nition 2.1.2 (Cerivation).
On dit que u secerive 1 env (pour (u;v) 2 ((A+ V) )?),etonnoteu! v
lorsque il existe (; )2 ((A+ V) )%, X 2V tels que :
u= X;v = w et(X! w2P

Notation (Cerivation ieee).
Onnoteu! kv s'ilexiste uy;uy;  ;ugx 1telsqueu! up! up! !
g 1! w.

Plus gereralement, on notera u! v s'il existe unk tel queu! X v.

10n parle aussi de production .

35



36 CHAPITRE 2. LANGAGES ALG EBRIQUES
Proposition 2.1.1 (Cléture de la ekrivation).
I est la cloture e exive et transitive de ! .

[ nition 2.1.3 (Langage engende par une grammaire).
Soit G = (A;V;P), une grammaire, etS 2 V. On ¢k nit :

Le(S)=fw2A S! wg

Notation.
Par extension, on noteﬂG(S) =fw2 (V[ A) S! wg

Ce nition 2.1.4 (Langage algbrique).
Un langage est ditalgebrique s'il peut étre engende par une grammaire (e.
il secrit Lg(S) pour un certain couple (G; S)).

Exemple.
{ G:S! aS+b Ls(S)=ab
{ G:S! aSa+ bSb+ a+ b+ " L ¢ = fpalindromesg

{ Langage de Dyck

8

2A=fa; a; b;bg

,S! ST+”

" T! aSa+ bSb
D, = Lg(T) langage de Dyck primitif
D, = Lg(S) langage de Dyck

{ Langage de Luckasuwicz

S! aSS+b

Lc(S)= fw jwjp = jwjs +1 et pour tout pe xe U; jujp | Ujag

Ce langage est not L. Intuitivement, les mots de ce langag peuvent re-

pesenter :

{ un jeu de pile ou face ai, saufegalie, a nene la partie tout le temps
(plus de victoires queb), sauf au dernier coup a1 b remporte.

{ une succession depushet de pop, en partant d'une pile vide, en com-
mercant par un push et en stoppant au dernierpop car e ectwe sur pile
vide.

{ Langage de Goldstine

L =fa"bd'2b a' b k>0et9j2N;n; 6jg

L = Lg(S) avec G pouvant étre ¢e nie comme suit :

8

3 Ty '@l + bl +°
T(a b) ! aT(a b T b

§ T ! T(a b)Ta+ "+ aa

S | Tbla,b
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En e et, nous avons clairementLg(S)=L [ L+ ai:

L
L.

f(a b)"a"bA by
f(a bh"a"*? bA hg

et alors :

u=a"bd?b a'b2L , 9] n;<j ou9 nj>j
, u2L ouu2lL.

Quelques exemples et contre-exemples laises en exercice
{ fwAW® w6 w% n'est pas algebrique ;

{ fwAW® w = w% n'est pas algebrique ;

{ fwAW® w6 wPet jwj = jwYg n'est pas algbrique;

{ fww® w6 wlet jwj = jwYg est algbrique.

2.1.2 Grammaires eduites

[ nition 2.1.5 (Grammaire eduite).
G est dite eduite pour Sp 2 V si:

(
8S2V;Lg(S)6 ;
8S2V:i9: 2(A+V):So! S

Theoeme 2.1.1 (Reduction).
Pour toute grammaire G = (A;V;P) et tout Sp 2 V » 2, il existe une
grammaire G° eduite pour T telle queLg(So) = Lgo(T)

Preuve.
1etape® : suppression des variable$ telles queLg(S) = ;.
PosonsUp = A, 8i 2 N;Uiss = Ui [f S2V S! wetw2 U, g.
Onal; AJ[ V niet( U)i2n est croissante donc cette suite est constante
a partir d'un C§rtain rang.
SoitU = ; ,U;. On prouve par ecurrence queU\ V = fS Lg(S) 6 ;9.
On supprime ainsi les variables qui ne sont pas dang \ V.
2%tape : Suppression des variables inaccessiblesa partide I'axiome
On ¢ ni ecursivement la suite d'ensembles de variables (W;) :
{ W():fSog,8|2N
{ Wisp =W [f S2V 9S°2 W;;S° u;Su, avecus;uz 2 (A+ V) g
OnaW; V niet(W,)i2n est croissante donc cette suite est constantea
partir d'un cegain rang.

SoitW =, ;W;.OnaW =fS Sp! uSv pour un certain couple (u;Vv)g.
Ainsi, W ne garde que les variables accessibles depds. O
Lemme 2.1.2 (Fondamental). (
u; ! ka V1

Siujuz ! ¥ v alors v secrit viv, et \erie etk = ki + ko.

u, ! ka Vo

23, est souvent appek I' axiome.
3L'ordre desetapes est important.
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2.1.3 Grammaires propres

& nition 2.1.6 (Grammaire propre).

Une grammaire G = (A;V;P) est dite propre si P ne contient pas de egle
d'une des deux formes suivantes :

{si -

{s! s°

Ce nition 2.1.7 (Substitution).
Etant donre un alphabet A, on dit qu'une application :A ! P(A ) est
unesubstitution si pourtout w = wiw, :i:wh 2 A ,ona (W)= (wg) (W2)::: (wn).

Proposition 2.1.2.
Pour toute grammaire G = (A;V;P) ettout S 2 V, il existe une grammaire
propre G°= (A; V%P9 et S°2 VO telle queLgo(SY) = Lg(S) nf"g.

Preuve.
ConstruisonsfS S'! g.
PosonsUp = fS S! "g Uy = U [f S S! wetw2U, 0.
Ainsi, (Uj)i2n est constantea partir d'un certain rang; et, par ecurren ce,
on peut montrer :

u= [ U=fsS S! "g
i 0
Introduisons la substitution & nie par :
{ (@=apoura2A
{ (8)=S+"siS!
{ (S)= Ssinon
Etape 1 :
{ on supprime les eglesS! ".
{ on ajoute les eglesS! ulorsqueS! w estune egleetu2 (w).
Etape 2 :
On ¢k nit une relation dequivalence par :

S s° (st SYts® g

OnaS S°% Lg(S)= La(SY.

On passe au quotientV= : la relation !  est alors un ordre (on vient
d'ajouter l'antisyrretrie). On retire alors les egles de la forme S! S.

Si S est maximal, alors il n'y a pas de egleS! S° et on remplace chaque
egle S°! 'S, a1 S est maximal, par les eglesS°! w, a1 S! w.

On supprime alors les eements maximaux de la relation d'adre et on re-
commence. |

2.1.4 Syseme déquations assoceéa une grammaire

Remarque (Pourquoi dit-on algebrique ?).

A une grammaire G, on peut associer un syseme dequations. Par exemple,
pour S! ST+ ", T! aT + b on ale syseme en langages suivant, pour
ST A

S=ST+"
T=aT+b
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Proposition 2.1.3 (Minimalie des langages assoces).

l'inclusion) du syseme assocea G.

Remarque.
Cette solution n'est pas unique! Par exemple, pour la grammiie X ! XX,
on alg(X) = ;. Pourtant, X = XX admet de nombreuses solutions, par

exemple :A ;(A?) .

[ nition 2.1.8 (Solution propre).
Une solution est dite propre si aucun langage ne contient le mot vide.

Proposition 2.1.4 (Unicie des langages assocésa une ¢ rammaire
propre).

Soit G une grammaire propre :G = (A;V;P) etV = fX1;X2;:::;Xng.

Alors Lg(X1);Ls(X2);:::;Ls(Xn) est l'unique solution propre du syseme.
Preuve.

Soient Lq;Lop;:::; Ly et LY LY;:::; LY deux solutions propres du syseme.
On montre par ecurrence surk quelL;\ (A + ")k =L\ (A + ")k, O

[ nition 2.1.9 (Anagrammes).
On dit que w et w® sont commutativementequivalents ou encore quew est
un anagramme de wP lorsque8a 2 A; jwja = jwYa.

Notation.
On note w wlsi w et w® sont commutativementequivalents et W la classe
dew;L=fw w2Lg pourL A.

Treoeme 2.1.3 (Parikh).
Pour tout langage algebriqueL, il existe un langage rationnel L° tel que
L=1L0

Exemple.
AL =fa"t n 0Ogon peut par exemple associet?= (ab) .

Preuve.

Les propositions pe@dentes restent vraies lorsque I'a suppose la concae-
nation commutative.

Commercons par une grammairea une variable :X ! P(X). Cette gram-
maire est,a commutation pes, solution du syseme X = R(X)X + S (a1 R(X)
enote une expression rationelle enX) avec S 2 A . PosonsG = R(S). Alors,
G S est aussi solution du syseme d'apes le lemme d'Arden (var le lemme
1.3.2, 14).

Pour un sysemea plusieurs variables, on esoud pareillement chaqueequa-
tion en xant les autres variables comme des lettres. O

2.1.5 Arbres de ctrivation

Ce nition 2.1.10 (Arbre de cbrivation).
Soit G = (A;V;P) une grammaire. Un arbre de cerivation est un arbre ni
etiquee par A[ V [f "gtel que :
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S
T
— T~ DN
Sy

l

Fig. 2.1 { Un arbre de cerivation

{ les feuilles sontetiquetes par uneement de A[f "g.
{ si un nud interne estetiquet par S et ses Is par wy;wy;:::;wy, alors
S! wiwy::i:w, estune egle.

Ce nition 2.1.11 (Arbre de crivation patrtielle).
Un arbre de cerivation partielle admetegalement des feuillesetiquetes par
une variable (les feuilles sont doncetiquetes par uneément de A[ V [f "Q).

Exemple.
Soit la grammaire :
{S! ST+"
{T! aSb
La Fig . 2.1, page 40 exhibe un arbre de ckrivation.

[ nition 2.1.12 (Frontere).
La frontere d'un arbre de cerivation est le mot obtenu par concatnati on
des feuilles (de gauchea droite).

Proposition 2.1.5.

L (S) (resp.Cs(S)) est 'ensemble des motsv 2 A (resp. (A[ V) ) tels
gu'il existe un arbre de cerivation (resp. partielle) ayant Sa la racine et dont
la frontere est w.

[ nition 2.1.13 (Eerivation gauche).
On appelle cerivation gauche une cerivation a la variable remplaee est
sysematiquement la plusa gauche de l'image de la egle.

2.1.6 Ambigu &

[ nition 2.1.14 (Grammaire ambigu e).
Une grammaire G est dite ambigue s'il existe un mot ayant au moins deux
arbres de cerivation distinctsetiqueta la racine par le mémesS.

[ nition 2.1.15 (Langage non ambigu).
Un langage est dithon ambigu s'il existe au moins une grammaire non am-
bigue qui I'engendre.
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Exemple.
S! SS+ aest une grammaire ambig®, mais le langage engended ) est
non ambigu car il estegalement engende parS! aS+ a.

On verra qu'il existe des langages inreremment ambigus, €sta dire qui ne
peuvent pas étre engendes par une grammaire non ambigel

2.1.7 Forme normale quadratique

[ nition 2.1.16 (Forme normale quadratique).

Une grammaire G = (A;V;P) est dite en forme normale quadratique si
toutes les egles deG sont d'une des formes suivantes :

{ S 5S,, (Sl;SZ) 2 V2

{S! a,a2A

Proposition 2.1.6 (Mise en forme normale quadratique).
Toute grammaire estequivalentea une grammaire en forme rormale qua-
dratique.

Preuve.

1"®etape : on se ramenea une grammaire ai les egles sont dune des formes
suivantes :

{ S! §S,:::S,, (Sl;Sg;Sn) 2Vn

{S! aa2A
On peut supposer queG est grammaire propre. Soit V' en bijection avec A
(Vo= fV, a2 Ag). Soit G°= (A;V[ VEPY) aw PO=fV, ! a a2
Ag[fS! (w) S! w2Pg, a estlasubstitution e nie par (S)= S
pour S2 V,et (a)= V, poura?2 A.

2fetape : on supprime les eglesS! S;S,:::S, avecn > 2. Pour cela, on
introduit S9;SY;:::;SY | et on remplaceS! S;S,:::S, par

8

>S! SS9

JSP! SiS%y pour2 i<n 1
' Sr? 1! Sn 1Sn

2.2 Lemme d'ieration

Soit un arbre ai certaines feuilles sontdistingtees. On dit que :

{ unnud est distingle lorsque le sous-arbre dont il est racine contient des
feuilles distingLees.

{ un nud est particulier lorsqu'il a au moins deux Is distingtes.

Lemme 2.2.1.
Soit t un arbre de dege m avec k feuilles distingwees. Si chaque branche
contient au plusr nuds particuliers, alors k m".

Preuve.

Montrons cela par ecurrence surr :

Sir =1, alors on prend le n ud particulier de hauteur minimale (i | existe),
c'est le seul.
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/N

N

u %
Fig. 2.2 { Decoupage d'un mot par Ogden

Sir 1, alors on prend les n uds particuliers les plus bas possil#s et on
applique le lemme pourr = 1 dans leurs sous-arbres. Puis on les remplace par
des feuilles et cela donne un nouvel arbre qui posede au @u 1 noeuds
particuliers. O

Lemme 2.2.2 (d'Ogden 4).

Soit G = (A;V;P) une grammaire etS 2 V. Alors, il existe un entier K tel
gue tout motf 2 Cg(S) ayant au moins K lettres distinglees se factorise en
f=uv ,a ;u;v; 2( [V),avec:

1.s! T ,T! uTv+
2. soit ;u; ,soit ;v; contiennent des lettres distingLees.
3. uv contient moins de K lettres distingees.

Preuve.

Soit m la longueur maximal des membres droits des eglesm majore le
dege de l'arbre.

On choisit r =2jVj+2 et on poseK = m" + 1. Si l'arbre de cerivation a
K feuilles distinglees, alors, par contraposition du lemmepeedent, on a au
moins r n uds particuliers sur une branche.

Il'y en a de deux types : des n uds particuliers droits, et des nuds parti-
culiers gauches.

On a au moinsjVj+1 n uds particuliers de méme type sur une branche. On
suppose qu'ils sont de types gauches. Soita consicerer uguement lesjVj + 1
derniers; deux d'entre eux sontetiquees par la méme vaiable non-terminale
T.

Le mot est alors cecoupe comme le suggere l'illustration Fig . 2.2, page 42.

O

Corollaire 2.2.1 (Tleoeme de Bar-Hillel, Perles, Shami r.
Soit L un langage algebrique, il existeN 0 tel que pour tout! 2 L,
si jlj N alors on peut trouver une factorisation ! uv 2 L tel que

juvj>0,juvj<N et! = u"v" 2L pourtoutn O.

4Ce lemme estegalement appek lemme d'ieration .
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2.3 Proprees de cléture des langages algbriques

2.3.1 Ogerations rationnelles

Proposition 2.3.1 (Operations rationnelles).
Les langages algebriques sont clos par union, concaenain etetoile.

Preuve.
Soient G = (A;V;P), L = Lg(S) et G°= (A;VEPY, L = L2(SY, avec
VARVAE S

{ Union " G®=(A;fSog[ V[ V®iSy! S+ SY[ P[ PY
{ Concaenation : G%=(A;fSeg[ V[ V%fSy! SS%Q[ P[ P9 O
{ Etoile : GP= (A fSog[ VifSo! SSp+ "g[ P)

Corollaire 2.3.1.
Les langages rationnels sont aussi algebriques.

2.3.2 Substitution algebrique

Proposition 2.3.2 (Cléture par substitution algebrique ).
Si L algebrique et substitution algebrique, alors (L) =f (w) w2 Lg
est aussi algbrique.

Preuve.

Soient G = (A;V;P) une grammaire pourL = Lg(S)et :A! P(B),
une substitution algebrique telle que pour tout a2 A, G, = (B;Va,; Pa) est une
grammaire pour (a) = Lg,(Sa)- s S

On consicere alors G® = (B;V [ ( ,Va);P°[ ( 4Pa) & P%= fS !

(w) S! w2 Pgavec la substitution telle que (S)= S pourtout S22V,
et (a)= S, pour tout a2 A. Et cette grammaire engendre (L). O

2.3.3 Morphisme alphaketique inverse

[ nition 2.3.1 (Morphisme alphaletique).
Un morphisme :A ! B estdit alphatetique si pourtout a2 A,j (a)j
1.

Lemme 2.3.1 (Factorisation d'un morphisme).
Pour tout morphisme h: A ! B , il existe :
{ deux morphismes alphaletiquesg:C ! B et :C ! A,
{ un langage rationnel K C
tels que pour toutw 2 B , h Y(w)= (g (w)\ K).

Preuve.
On pose :
{C=fa a2Aet0 i jh(a)jg

{ Co=fag a2Ag

{ Ci=fax a2 A etk=jh(a)jg

et

{ W=C?n(fajass 0 i< jh(a)jg[ Co[ C1)
{ K=(CC \ C C;)nC WC
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ap 7!

On cenitalors g:
g a 7' lai€ lettre de h(a) pouri 1

1
et &7 a . . O
a 7! pouri 1

Proposition 2.3.3 (Morphisme inverse).
Sih:A ! B morphisme etL B algbrique, alors h (L) est alge-
brique.

Preuve.

Montrons d'abord la propret lorsque h est alphatetique.

Soit G = (B;V; P) une grammaire telle queL = Lg(So).

OnposeAp=fa2 A h(a)= "getA;=fa2 A h(a) 2 Bg.

Pour S 2 V, on poseh(S) = S.

On ¢ nit la gre;gnmaire G%=(A;V;Py[ P;) avec:

{ Po=1T! aT +"g

a2Ap

{ PL=1fS! TuTuz:::Tu, T u 2 (V[ Ai);S! h(uiuz:::uy) 2 Pg

Ensuite, pouretendre ce esultata h morphisme quelconque, il sut d'ap-
pliguer le lemme peecdent. O

2.3.4 Intersection avec un rationnel

Proposition 2.3.4 (Intersection avec un rationnel).
Si L est algebrique etK est rationnel, alors K \ L est algebrique.

Remarque.

L'intersection de deux algebriques n'est pas algebriqueen greral.

Par exemple, soientL; = fa"b’'c n OgetlL, = fab'c n 0Og, on
a vu que L;Letaient alggbriqgues mais que L;\ L, = fa"b'c™ n  0g ne
[etait pas.

Preuve.
Soit G = (A;V; P) une grammaire telle queL = Lg(Sp) en forme normale
quadratique.
Methode des automates Soit A =(Q;A;E; fig; ff g), un automate en forme
normale acceptantK .
Le langageK \ L est engende par la grammaireG°= (A;V %P9 avec :
{ VO=1Spq S2Vi(pia) 2 Q%g
{ PO=fS,q! a S! a2Petp!” q2 Eg[f Spq! RprTeg S!

RT 2 Pg
Methode des mono e«des Soit : A ! M, un morphisme avecM ni recon-
naissantKk : K =  1(P).

Le langageK \ L est engende par la grammaireG°= (A;V %P9 avec :

{ VP=fS, m2Mg

{P°=fS,! a S! a2Petm= (&g[fSm! Rm,Tm, S!
RT 2 P et m= mimyg

O
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2.3.5 Thoeme de Chomsky-Sch  wtzenberger

On consultera [Per90] pour une preuveeementaire de ce toeme.

Ce nition 2.3.2 (Langage de Dyck).

Dyck D, st e ni par la grammaire G = (A, [ Ay fS;Tg;P), s P = fS!
ST, T! azA, aSag.

Treoeme 2.3.2 (Chomsky - Sch elitzenberger).
Un langage L est algebrique si et seulement siL = ' (D, \ K) pour un
langage rationnelK et un certain morphisme' alphaletique.

Preuve.

La condition est su sante grace aux proprees de clétu re.

Reciproquement, soit G une grammaire en forme normale quadratique. On
enit A=fa;b;c;a;h; 5 r=S! SSg[fd;d r=S! ag

On ¢k nit la grammaire G°en remplacant les egles :

{ S! SiSparS! ahbSihc Scrar

{ S! aparS! dd
etoncenit ' par’ (a)="()="(¢)="@)="(b)="(@C)="(d)="
et' (d)=a AlorsL = Lg(S)= " (Lgo(S)). Or Lgo(S)= D,\ K ar K ckcrit
les contraintes (@, suivit d'un by, by suivit d'un ¢, G suivit d'un a; et d, suivit
dun d,). O

2.4 Automatesa pile

2.4.1 [enitions et exemple

Ce nition 2.4.1 (Automatea pile).
Un automatea pile est c ni par :
{ un alphabet d'entee, A.
{ un alphabet de pile, Z, parmi lesquels un symbole de pile initialzg.
{ desetats, en nombre ni, Q, parmi lesquels unetat initial .
{ des transitions de type :

q;y;z! d%h
avecq;f2 Q,y2 A[f "g,z2Z,h27Z .

Son comportement est proche de celui d'un automate classigu: il peut de
plus interagir avec sa pile.

[ nition 2.4.2 (Con guration).
On appele con guration, un triplet :

(:2Q A Z

correspondanta un &tat" de l'automatea pile (c'est tou t ce que l'automate a
en memoirea un moment donre).

Remarque.
C'est une pile LIFO.
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e nition 2.4.3 (Calcul sur un automatea pile).
Uneetape de calcul est un couple C;C% deements de Q A Z tels
que :

C =(p;yf;zw) et C°=(q;f; hw)

@l p;y;z;q; hconstituent une transition p;y;z! q;h.OnlanoteC! C°

On appelle calcul (sur le mot m) une suite detapes de calcul partant de la
con guration initiale ( ¢; m; zo).

2.4.2 Dierents modes d'acceptation

[ nition 2.4.4 (Con gurations nales sur un automatea p ile).

On peut choisir de consicerer dierentes conventions d'acceptation; cela re-
vienta choisir les con gurations nales. Voici les cas usuels :

{ pile vide : (g;m;")

{etat nal: ( q;m;z) pourtout q2 F Q

{ une union des deux peedents

Exemple.

Soient l'automatea pile ce nit sur A = fa;bg, Z = fzget Q= ;1; ¢ et
comportant les transitions suivantes :

Qo;b;z ! ;Z

Q;a;z ! th; 2z
th;a;z ! th; 2z
GQu;b;z V"
C;b;z 1"

Si on choisit un arrét par pile vide, il reconnat le langage
L,=fa"® 1 n pg
Si on choisit l'arrét paretat nal F = @, il reconna’t
Lo=fa"® n 1,1 pg

Proposition 2.4.1 ( Equivalence des dierents modes d'acceptation).

Les dierents modes d'acceptation ( i.e. les dierentes conventions de con -
gurations nales) sontequivalents dans la mesure ai aucune ne permet de re-
conna’tre plus de langages que les autres.

Preuve.

Voir TD5, exercice 3 (4 novembre).

On introduit lequivalence par rapporta un automatea fond de pile testable
ie. pour lesquels il existe une partition de l'alphabet de pie Z = Z; [ Z; telle
que la pile de toute con guration accessible est dané$f "g[ Z,Z19. O
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2.4.3 Equivalence avec les grammaires

= nition 2.4.5 (Forme normale de Greibach).
Une grammaireG = ( A;V; P) est sous forme normale de Greibactsi chacune
de ses egles est de la forme

S w,w2AV

Proposition 2.4.2 (Mise en forme normale de Greibach).
Toute grammaire estequivalentea une grammaire en forme rormale de Grei-
bach.

Theoeme 2.4.1 (Equivalence langages algbriques/aut omatesa pile).

L A est algbrique si et seulement si il existe un automate a pé qui
reconna L.

Preuve.
Soit G une grammaire telle queL = Lg(Sp).
En la supposant sous forme normale de Greibach, ses eglesrs de la forme :

S! aw, a w2V

Ce qui permet de construire un automate a pile reconnaissanL avec des
transitions du type :
Q;a;S! oq;w
Reciproquement, on peut remonter ecursivement le caracere algebrique du
langage reconnu par un automatea pile : en partant d'unetat nal et en mon-
trant que le pe xea gauche par les transitions de l'autom ate conserve le carac-
ere algebrique. O



48

CHAPITRE 2. LANGAGES ALG EBRIQUES



Deuxeme partie

Calculabllie et complexie
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Chapitre 3

Calculabilie et machines de
Turing

3.1 Introduction
3.1.1 Notion de probéme

Pour tout le cebut de ce chapitre, on se etreraa [Sip97].

Ce nition 3.1.1 (Probéme de ccision).

Un probeme de cecision est lenone d'une questiona laquelle on peut e-
pondre par oui ou par non. Pour chaque probeme, on xe un engmble E des
instances et un sous-ensembl®  E des instances pour lesquelles la eponse
est oui

Exemple.

On peut consicerer les probemes suivants :

{ Nombres premiers :E = N, P = fn n premierg.

{ Automates (acceptance) : E = f(A;w) A automate etw motg, P =
f(A;w) A acceptevg.

{ GraphesconnexesE = fG G graphe nig,P = fG G fortement connexe.

{ Grammaires ambigues :E = fG G grammaireg, P = fG G ambigueg
ou encoreP%= fG Lg(S) ambigug.

3.1.2 Notion de codage

I nition 3.1.2 (Codage assocéa un probéme).
Pour associer un langagea un probeme, on utilise uncodage qui est une
fonction de E dans  (fonction naturelle ). Le codage dex 2 E est nok hxi.

Notation (Langage assocea un probeme).
Oncenit Lp = fhxi x2 Pg.
Exemple (Exemples de codage).

Nombres premiers  On peut prendre pour i lecriture en base 10 ou en
base 2 den; ou encore en base 1 gcriture baton) ( = f1g). Re-
marquons l'importance du caracere naturel du codage : si on prend

51
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comme codage la factorisation de I'entier en produit de nomtes premiers,
caraceriser P devient trivial.

Grammaires G = (A;V;P), $ 2 A; un codage convenable peut étre hGi =
(hAji$hVji$hrii$  Shrpi), awlaegle ri = S! w,w= aja, a,, est
cocke par trji = ISisSmMishaishayi$  $hayi.

3.1.3 Machines de Turing
[ nition 3.1.3 (Machine de Turing).

Une machine de Turing est un 7-uplet (Q; ; ;E;qo;F;#), a2 :
Q etats o etat initial
alphabet d'entee F etats naux

alphabet de bande | # symbole blanc
E transitions

avec # 2 n, F Q x2QetE Q Q f g .
On repesente la bande sur laquelle la machine de Turing traaille par :

[alz[# [bfclz[b[# [x[u[r[# [# [#[# [#|#[# ]

La bande est in niea droite et ne contient que des #a partir d'un certain
rang. Un unique controle (la téte de lecture de la machine @ Turing) est sitwe
sur un caracere a2 , distingle, de la bande; elle est dans unetat g2 Q. On
regere le mot u 2 sitle strictementa gauche du caractre a ainsi distingte,
etlemotv 2 sitLe strictementa droite.

Une con guration est donc caraceriee par la donree du cecoupage uav de
la bande, ainsi que par letat g : une con guration est usuellement noee uqgav.

Les transitions sont noees :q;a! o®b;xa x2f ;lg (ckplacement de
la téte de lecturea gauche oua droite).

Ce nition 3.1.4 (Calcul).

Un calcul est une suite de con gurations successivey ¢ Ck, QU
chaqueetape ¢ C+1 est assoceea une transitiong;a! qo%b;x de la facon
suivante :

{ si x=! alors letape est: ugav ubdV.

{ si x = alors letape est : udgav  uqgbv (d 2 est le caracere site

imnediatementa gauche du controle)®.

Ce nition 3.1.5 (Calcul acceptant).
Uncalculcg ¢ ck est dit acceptant lorsque :
{ co estinitiale, c'esta-dire ¢ = gw avecw 2 ;
{ o« est nale, c'esta-dire ¢« = uqv avecq?2 F.

Ce nition 3.1.6 (Langage accepe).
On dit que w, un mot de  estaccept par M s'il existe un calcul acceptant
de con guration initiale cw.

10n remarquera que cette transition est uniquement possible si la tete de lecture n'est pas
sur le premier symbole de la bande
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On en ckduit le langage accepepar M :

L(M)=fw w accepe parMg

Proposition 3.1.1 (Normalisation).
Pour toute machine de Turing M, il existe une machine de TuringM ° telle
que :

1. L(M)=L(M9 et M se bloque si et seulement si M' se bloque ;

2. M%a deuxetats g. et qui\erient :
{ FO= fq. g etats naux de M9;
{ M%sarrete en g etenq ;
{ MP%ne s'arrete qu'eng, etenq .

On consultera, pour le principe de normalisation, I'appendce A, page 85.

3.1.4 Variantes
Bandes bi-in nies

Ce nition 3.1.7 (Machinea bande bi-in nie).
Une machinea bande bi-in nie est formellement identiquea une machine de
Turing, mais la bande est indiee par Z.

3 -2 -1 0 1 2 3

[# [# |# [# [#|b]# [x[ur[afv][d[# [# [#[# ]

Proposition 3.1.2 (  Equivalence).

Il 'y aequivalence entre les machinesa bande bi-in nie et s machines de
Turing, c'esta dire que pour toute machine de Turinga bande bi-in nie, il existe
une machine de Turinga bande unique qui reconnat le mémeéangage.

Preuve.

Pour simuler les calculs d'une machine de Turing sur une madhea bande
bi-in nie, il sut de marquer le cebut de bande en xant un ca racere bloquant
(par exemple & 2 ) en position -1.

Pour simuler les calculs d'une machinea bande bi-in nie su une machine
de Turing, l'icce est de replier la bande en 0.

rlalv|d|# |# |# | #
$|lulx|# |b|# | # |#

Le nouvel alphabet de bande est ( [f $g) : on consicere a chaque
position i dans la nouvelle bande le couple des caraceres aux positis (i; i)
dans I'ancienne bande, en placant sous le caracere 0, leysnbole $, suppose ne
pas appartenira l'alphabet de bande initiale.

Onecrit I'entee sur la partie sugerieure de la bande : I' alphabet d'entee
devientdonc f #;%g, le nouveau caracere blanc (#;#) et il est donc toujours
exclu de l'alphabet d'entee.

La machine doit memoriser si elle lit la partie sugerieure ou la partie ing-
rieure de la bande, lesetats sont donc des paireQ f U;Dg, avecU pour Up
et D pour Down.
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On transcrit alors les transitions de la machine d'origine,en prenant garde
gue la nouvelle machine se ceplace desormais en sens coatre lorsqu'elle lit la
partie inkrieure de la bande. O

Machinesa plusieurs bandes

[ nition 3.1.8 (Machinea plusieurs bandes).

Une machinea k bandesest une machine disposant dé tétes de lecture (ou
de contr6le) incependantes, une sur chaque bande.

Une transition est alors uneement de I'ensembleE  Q k @
fL: R;Sg¢, ai S (Stay) permeteventuellement de laisser immobile certaines
tétes de lecture.

Proposition 3.1.3 ( Equivalence).
Il y aequivalence entre les machinesa plusieurs bandes des machines de
Turing.

Preuve.

Montrons comment convertir une machineM a k bandes en une machine de
Turing mono-bande Sequivalente.

S simule I'e et des k bandes en stockant leur information sur une unique
bande, et utilise le symbole % pour climiter le contenu desdierentes bandes.
Outre le contenu des bandesS doit aussi garder la trace de la position des
tetes. Elle posede donc un symbole de bande qui consist ajouter un point
au-dessus des positions des tétesvirtuelles de M. Les symboles additionres
d'un point ont ainsiet rajouesa l'alphabet de bande. La gure 3.1 page 54
montre comment simuler une machine de Turinga trois bandes l'aide d'une
machine de Turing mono-bande.

Soit la machineM :

#
[0[1]O0[1]O[# |
#
[alalal# |
#
[b[a]# |

On la simule par S :

[%[0]i0[1]0]%aala] % b[a]

Fig. 3.1 { Simulation d'une machinea trois bandes.

Lorsque S prend en entee un motw = w; W :

1. S commence par organiser sa bande selon l'organisation ciée pour si-
muler les k bandes deM . Sa bande contient alors :

(%W [wo | [ [%] [ %] [ %
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2. Pour simuler un mouvement donre, S se ceplace sur la bandea partir du
premier %, qui marque l'origine, jusqua au (k + 1)eme %, qui marque
I'extemit droite, pour ceterminer quels symboles sont sous les tétes vir-
tuelles. Puis, S fait un second passage pour mettrea jour les bandes en
fonction de ce que la fonction de transition deM indique.

3. Sia n'importe quel moment S ceplace l'une des tétes virtuelles sur un %,
alorsM a ceplae la téte correspondante sur une portion vierge ¢ jamais
lue de sa bandeS marque alors un symbole d'espacement sur cette case,
et cecale le contenu de toute la bande apes cette case d'umang sur la
droite, puis continue la simulation.

O

eterminisme

[ nition 3.1.9 (Machine de Turing aterministe).
Une machineM estdeterministe si pour chaque paire p;a) 2 Q , il existe
au plus un triplet (g;b;¥ 2 Q f ;lg telquep;a! q;b;x2 E.

Proposition 3.1.4.
Toute machine de Turing estequivalentea une machine ceerministe.

Preuve.
Icke de la preuve:

On montre qu'il est possible de simuler toute machine non-dterministe N
avec une machine ceterministeD. L'icee de la simulation est de faire essayer
a D toutes les branches possibles du calcul dd. Si D se trouve dans unetat
acceptant au cours de cette explorationD accepte, et sinon, la simulation de
D ne termine pas.

Le calcul deN sur une entee w est vue comme un arbre : chaque branche
de l'arbre repesente une des possibilies d'execution non-ceterministe, chaque
noeud de l'arbre est une con guration deN, et la racine de l'arbre est la con -
guration de cepart. La machine D parcourt cet arbre pour trouver une con -
guration acceptante. Il est crucial cependant d'e ectuer cette recherche avec
soin pour queD visite bien tout I'arbre. Une premere icke serait d'util iser un
algorithme DFS, mais D pourrait descendre ince niment le long d'une méme
branche in nie et manquer une con guration acceptante sur une branche voisine.
On utilise donc un algorithme BFS.

Mise en application :

La machine ceterministe D simulant N a trois bandes. D'apes la proposition
peedente, cet arrangement estequivalenta une machinea simple bande. La
amchine D utilise ses trois bandes de manere speci que : la preméere bande
contient toujours I'entee de la machine et n'est jamais modiee, la seconde
bande contient une copie de la bande d& selon une branche de son calcul, et
la troiseme bande enregistre la position deD sur l'arbre des calculs deN . La
gure 3.2, page 56 montre l'organisation des bandes d®.

Consicerons tout d'abord la repesentation des donreessur la troieme bande :
chaque noeud de l'arbre peut avoir au plus Is, ou best le plus grand nombre
de choix possible renconte dans la fonction de transitionde N . A chaque noeud
de l'arbre, on associe alors une addresse qui est une chaloigse dans l'alphabet
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#
[0]O[1[O] |
#
[(x [x[#[o]1[x] |

#
[1]2]3]3[2]3[1[2[1]1]3] |

Fig. 3.2 { Une machine ceterministe D simulant N

qui part de la racine, puis choisit son second Is, puis le traseme Is de celui-ci,
puis le premier Is de ce dernier. Chaque symbole de la cha®gnous montre ainsi
les choixa faire lorsqu'on simule uneetape du calcul deN. Remarquons qu'un
symbole peut parfois ne correspondrea aucun choix si un nagl donre a trop
eu de Is. La troiseme bande de D contient ainsi une cha™me sur l'alphabet
, . elle repesentea chaque case le chemin de calcul de la rae au noeud
etiquet par cette case (sauf si I'addresse est invalide) On peut alors cecrire le
fonctionnement deD :

1. Initialement, la premere bande contient I'entee w, et les bandes 2 et 3
sont vides.

2. Copier la premere bande sur la seconde.

3. Utiliser la seconde bande pour simulelN avec l'entee w sur une branche
de son calcul. Avant chaqueetape deN consulter le symbole suivant sur
la troiseme bande, pour ceterminer quel choix faire parmi ceux autories
par la fonction de transisition de N . S'il ne reste plus de symboles sur la
troiseme bande, ou que ce choix est invalide, on abandonneette branche
en allanta letape 4. De méme, on abandonne si on renconte une con -
guration bloquante. Si une con guration acceptante est rercontreee, on
acceptel'entee w.

4. Remplacer la chame de la troiseme bande avec la cha® qui suit dans
I'ordre lexicographique (BFS). Simuler cette branche deN, en retournant
a letape 2.

O

3.2 Langages/probémes ecursivement enune-
rable

[ nition 3.2.1 (Langages r.e.).

Le langagelL A est dit ecursivementenunerable (r.e.) s'il existe une
machine de Turing M telle que L = L(M). Par extension, un probeme P est
dit r.e. siLp estr.e..

[ nition 3.2.2 (  Enunerateur).
Une machineM gventuellementa plusieurs bandes) est unenunerateur si
elleecrit sur sa (premere) bande des mots sur  ®paes par # 2 .

Proposition 3.2.1.
L est r.e. si et seulement siL est I'ensemble des mots enunees par un
enunerateur.
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Preuve.

La these de Church a rme que tout ce qui est calculable (donc, en particulier
les algorithmes) I'est par machine de Turing. Parfois, on utlisera implicitement
ce fait, et onecrira donc des programmes au lieu de dcecrireune machine de
Turing.

Algorithme (passer d'une machine de Turinga unenunerat eur).

forall k 0Odo
forall w jwj kdo
if M acceptew en au plusketapes then
imprimer w
end if
end for
end for

Algorithme (passer d'unenungrateura une machine de Tur ing).

loop
repeat
BErecuter lenunerateur
until lenurrerateur imprime #
if w est identique au mot imprire then

accepter
end if
end loop
([l
Exemple (Langage diagonal).
Pour un alphabet = fa;bg », indexons par N I'ensemble des machines
de Turing sur : Mpg;Mq;::: (cela est possible puisqu'elles sont en nombre

cenombrable) ; et indcons aussi les mots de  : wq;wp; .

On pose alorsL = fw;  w; 2 L(Mj)g.

Montrons que L n'est pasr.e. : s'il existe une Machine de TuringM telle que
L = L(M), notons i I'indice de cette machine M = M;). Siw; 2 L(M;), alors
w; 2L(M) etsiw; 2L(M;), alorsw; 2 L(M), ce qui induit une contradiction.

Il existe donc des langages non reconnaissables par une meaghde Turing.

Proposition 3.2.2 (Cléture par union et par intersection)
SiLetL%sontre., alorsL[ L%etL\ L%sontr.e.

Preuve.

L et L%sont chacun reconnus par une machinea une bande, respectéwment
M etMPO

M (quireconnait L[ L9 peut se construire avec deux bandes : on commence
par copier I'entee de la premere bande sur la deuxeme, puis on alterne la
simulation de M sur la premere bande et celle deM ° sur la deuxeme.

M, (qui reconnait L \ L9 est plus simple, car si une des deux machinel
ou M boucle, on peut se permettre de boucler aussi. Il sut donc desimuler
M, et si I'entee est accepee, alors on simuleM ° O
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3.3 Langage cecidable

Les langages decidables sont parfois appeesangages ecursifs et les lan-
gages ecusivementenunerableslangages semi-ecursifs

[ nition 3.3.1 (Langage dcidable).

On dit que L est cecidable lorsqu'il existe M, une machine de Turing
sans calcul inni (i.e. la machine M s'arréte sur toute entee) telle que L =
L(M).

Proposition 3.3.1 (Sous-classe des langages r.e.).
Si L est cecidable, alorsL estr.e..

Preuve.
Si L est cecidable, alors, par e nition, il existe une machine M telle que
L(M)=L. O

Proposition 3.3.2 (Cléture par union et par intersection)
Si L et L°sont cecidables, alorsL [ L%et L\ L°sont damdables

Preuve.
Les machines construites pour la cléture des machinese. sont sans calcul
in ni lorsque les machinesM et M © sont elles-mémes sans calul in ni. O

Lemme 3.3.1 (Kénig).
Si M s'arréte toujours, alors pour tout mot ! 2 |, les chemins déevaluation
sont borres.

Proposition 3.3.3 (Cléture par compémentation).
SiL est cecidable, alors nL est decidable.

Preuve.

Soit M, une machine de Turing ceterministe, normalise (qui accepte eng.
et rejette en q ) et sans calcul in ni reconnaissantL .

Silonnote M =(Q; ; ;E;qo;fa. 0. #),
la machineM°=(Q; ; ;o;fq g;#), sans calcul in ni, reconnait nL. O

Proposition 3.3.4 (Compeémentation et ecidabilie).
Soit L ,Si L et nL sontr.e., alors L et nL sont decidables.

Preuve.

Il sut de construire M pour M et MY des machines de Turing qui recon-
naissent respectivementL et nL ; cette machine s'arréte pour tout mot w
(puisqu'il est soit dans L, soit dans  nL).

Il ne reste plus qua rejeter les mots de  nL pour reconnatreL (ou vice-
versa). O

Notation (Codage d'une machine de Turing).
SiM machine, on notehM i le codage deM .

Notation (Codage d'un mot).
Si w mot, on note hwi le codage dew.
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Notation (Codage d'une requéte).

Si M machine etw mot, on note hM;wi le codage du couple ;w) (par
exemple,< M > $<w >, as $ est un caracere qui n'apparat ni dans les
codages des machines de Turing ni dans les codages de mots).

Ce nition 3.3.2 (Langage d'acceptation).

Lacceptaton = fAM;wi - w2 L(M)g

Proposition 3.3.5 (Machine universelle).
Il existe une machineMy telle queL(My) = L acceptation - Une telle machine
est dite universelle

Cette machine peut etre construite sur trois bandes : la prenere bande
prend I'entee hM;wi. Les donreesw sont recopees sur la bande de simulation,
disons la troiseme bande.My simule le comportement deM surw. La machine
M n'est pas forement ceterminisite : durant la simulation , on maintient letat
courant sur la seconde bande.

Proposition 3.3.6 (Inccidabilie du langage d'accepta tion).
L acceptation €St r.e. mais pas cecidable.

Preuve.
D'apes la c nition peedente, Lacceptation = L(Mu). Lacceptation €St donc
re..
Supposons que acceptation €St cecidable : il existe une machineA qui -
cide Lacceptation (C'esta-dire qui accepte L acceptation €t QUi S'arréte toujours).
De nissons la machine Q par :
entee hVi
if A acceptehM; WM ii then
rejeter
else
accepter
end if
Larcons alors Q sur l'entee hQi.
{ Si Q acceptemi, c'est queA refusehQ; hQii . Or A refusehQ; hQii signi e
peciement que Q refusehQi, par ce nition de A.
{ Si Q n'accepte pasQi, c'est queA acceptehQ; hQii . Or A acceptehQ; hQii
signi e peciement que Q acceptehQi.
Dans les deux cas, on a une contradiction; ce qui montre quiacceptaton N'€st
pas cecidable O

Ce nition 3.3.3 (Reduction).

SoientA et B deux probemes, d'alphabets respectifs A et g etde langages
respectifsLa et Lg. Une eduction de Aa B est une fonctionf : , ! B
calculable par une machine de Turing telle quev 2 Lo, f(w)2 Lg.

Notation (Reduction).
On notera A B lorsqueA se eduita B.

Proposition 3.3.7 (Becidabilie par eduction).
SiA | B et B est ckecidable, alorsA est decidable.
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Preuve.

A 5 B donc il existe une machineM qui s'arréte toujours et qui, pour
toute entee w2 ,, calculew®2 ,telquew2 L, W2 Lg.

B est cecidable donc il existe une machineM © qui s'arréte toujours telle que
LMY= Lg.

On ¢ nit une machine M ®°qui prend en entee un motw 2, qui execute
M sur cet entee, puis qui execute M ° sur la sortie de M . M ©accepte siM °
accepte et rejette siM © rejette.

Alors M ®s'arréte toujours et par construction, M (L(M%) = L(M9 = L
doncL(M% = L, par c& nition de M. O

Corollaire 3.3.1 (Inckcidabilie par eduction).
Par contraposition, si A 1, B et A est incecidable, alors B est indecidable.

Exemple.
Soient les langages :
{L =fMi L(M)6 ;g
{ Le = fhM1; M2 L(M1) 8 L(M2)g
L. et Lg sont incecidables.

{ Pour L., consickerons la machine A de L acceptant » Prenant en entee un
codagehM; wi, et la machine M © ¢k nie par :
entee u
if u= w then
if A accepte<M;u> then
accepter
else
rejeter
end if
else
rejeter
end if
Soit f la fonction hiM;wi 7' hM 9.
Onaw2L(M), w2L(M9, LMY 6 ; (car M°n'accepte quew).
f est donc une eduction, soit L acceptation  m L., €€ qui conclut.
{ Pour Lg, consicerons la machine del . , prenant en entee un codagetM i,
et la machine M ° ¢ nie par :
entee u
rejeter
Soit f la fonction M i 7' hM;M %. OnaL(M) 86 ;, L(M)86 L(M9,
doncf estune eductiondel.a Lg.

3.4 Probéme de correspondance de Post (  PCP)

3.4.1 Pesentation et inadcidabilie

[ nition 3.4.1 (Probéme de correspondance de Post).
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Un .l U2 .. Um e suite de couples

Vi V2 Vim
de mots : (Uj; Vi) 2 ( )2. On peut voir chaque couple comme un domino
sur lequel deux mots sontecrit, I'un en dessous de l'autre.

{ Solution : un entier, n > 0, et une suite d'indices,i1;iz;:::;in 2 1;:::;mg,
telle que :

{ Instance : un entier, m > 0, et

Ui, Ui, 222U, = Vi Vi, 110V,

{ Probkeme : Y a-t-il au moins une solution? C'esta dire, y- a-t-il une dis-
position des dominos cotea-cote telle qu'on lise le méne mot sur la partie
superieure et inerieure des dominos ?

Ce nition 3.4.2 (Probéme de correspondance de Post modi e( PCPM)).
{ Solution : un entier, n > 0, et une suite d'indices,i1;iz;:::;in 2 1;:::;mg,
telle que

1. uj,ui, iy
2. i]_:l

= ViVi, Vi,

n

Lemme 3.4.1 ( Equivalence des deux probémes).

PCP indecidable , PCPM indecidable

Preuve.

1. PCPM ccidable ) PCP dcecidable

On teste PCPM pour les m instances ai on fait passer chaque domino en
tete.

Remarque.
Vu qu'on a eduit une instance de PCPa plusieurs instances dePCPM, il
ne s'agit pas d'une eduction ., mais d'une eduction de Turing, 7.

2. PCP ckcidable ) PCPM cecidable

Soit une instance dePCPM : m > 0;| U2 [:| Y2 |....:| Um
vy |'| V2 Vi
En notant ['alphabet utii® par PCPM, on se place dans l'alphabet

[f $g, avec $2 .
On ¢k nit deux morphismes de dans ( [f $g) par:
{ p(azaz:::a) =%a1%ay:::%ax;
{ s(aqaz:::ax) = a1%ay::: $a$.
On observe quep(w)$ = $s(w).
On ¢k nit alors l'instance de PCP suivante sur l'alphabet [f $g:

0 0 0
Uy || Uz |..... Uom+1

2m+1;
Ve[ V8

Vom+1

@l On a o :

{pourl k m,ud=pux)etvd=s(w);
{pourl k m,ud,,=pu)$etvl,, =s(w);
{ u(2)m+1 = p(ul) et V(2)m+1 :$S(Vl)-
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{i1=2n+1;
{m+1 i, 2m;
{1 i mpour2 | n 1.

solution de l'instance de PCPM.

Remarque.

Il s'agit d'une eduction .

Remarque.

On doiteventuellement couper au premier $3$ .

Theoeme 3.4.2 (Inckcidabilie).
PCP et PCPM sont incecidables.

Preuve.
Montrons que L aeceptant S€ Bduita PCPM. Siw 2 L(M ), on a les con gu-
rations successive€o = gpw ) C; C,, avec acceptation enC,2.
On va construire une instancePCPMqui  embote le mot Cp$C1$:::$C
Soit I'instance dans laquelle les dominos sont :
$
$Sopw$

{ pourtout a2 [f w,@.

{ pour tout p;a! q;b;R2E; Ez .

cpa
gcb|’

{ domino initial :

{ pour tout p;a! q;b;L2E;

. $ $
{ deux dominos 4% et.

Ramenons-nousaF = fq. g uniqueetat nal, 6;?* et qc;a . O
3.4.2 Application aux grammaires
Ce nition 3.4.3 (Grammaires eduites d'un PCP).
Pour toute instance | - ; U2 vl Um | sur A , on introduit les m nou-
Vi V2 Vm
velles lettres : X = fag;az;:::;ang

On pose alors :
Ly = fa,a, a4, U, U, ,:::u, 1 ix mn Og

LY = faj,a,:::a,w W2A ;W6 U U, ,:: U0

Lemme 3.4.3 (Grammaires algbriques).
Ly et LY sont algbriques.

20n suppose ainsi que la machine e ace la bande avant de s'arreter
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Preuve.
On obtient Ly a partir de la egle :

X
S| aSuy + "
i=1

On obtient LY a partir des egles (avec S pour axiome) :

X
{ S! asSuy + T

=X X
{T! aRu + aVvu
1 i m 1im
juj=juij juj<juij
ubé uj
X X
{ R! aR+ Rb+ "
i=1 b2 A
X
{ V! aVv+"
i=1
([l
Lemme 3.4.4.
Ona(A+X) nLy=L3[ (A+X) nX A)
Preuve.
Il sutde remarquerque Ly X A etX A nLy=LY. O
Proposition 3.4.1.
Les probemes suivants sont incecidables :
1. pour deux grammairesG et GO, est-ce queLg(S)\ Lgo(S9 = ; ?
2. pour deux grammairesG et G° est-ce queLg(S) = Lgo(S9 ?
3. pour une grammairesG, est-ce queLg(S)= A ?
4, pour une grammaire G, est-ce queG est ambigie ?
Preuve.
Pour 1., le PCP a une solution si et seulementsLy \ Ly 6 ;.
Pour3.,Ly\ Ly =;, L[ Ly =A.Etainsi, on eduitl.a 3.
Pour 4., lorsqu'on aS'! §1 + S,
On obtient Ly par S1! p & Siui + p oA
Onobtient Ly parS; ! 1 aSivi+ [ avi. O

3.5 Quines, tleoeme de ecursion et point xe

Treoeme 3.5.1 (Tkeoeme de ecursion).
Il existe des machines de Turing quiecrivent leur propre cdage.

Preuve.
On introduit les machines suivantes :

1. etant donre w, un mot, la machine A,, ache w
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2. pour une entee w, la machineB%ache hAi.
Il faut, bien entendu, contourner les probemes de notatins | ie. rem-
placement de " parn", n par nn| qu'on rencontre dans les langages de
programmation usuels.

3. pour une entee w, la machineB ache bPAyi:w

On consicere la machine[ Argi [ B | Autrement dit, on lance Ang;, puis B
avec pour entee la sortie produite par Apg; .

A .
Mecanisme : °h Bi Ph Ayg;ihBi 0

e nition 3.5.1 (Quines).
On appelle quines de telles machines.

Proposition 3.5.1.
Soit t : ! une fonction calculable par machine de Turing. Il
existe une machine de TuringM qui calcule la fonctionm :w 7! t(w;hMi).

Preuve.
Soit T, une machine qui calculet. Consicerons la machine| Ajgti | B | T

A j . . .
" h BTi Ph Apgr;ihBTi
Il ne reste plus qua inerer w en téte de la sortie ainsi obtenue, et de passer
ceci en entee deT. O

Theoeme 3.5.2 (Point xe).

Soit t une fonction calculable par machine de Turing quiahM i associe une
machine de Turing M ®= t(hMi). Alors, il existe une machine M telle queM
et t(M) sontequivalentes.

Preuve.
On consicere la machineM suivante (qui est correctement & nie d'apes la
proposition pe@dente) :

entee w
X = hMi
y = t(x)

simuler y sur I'entee w

3.6 [ecidabilie de tleorie logique

3.6.1 Mockles logiques sur N

{ Moctle : N.

{ Orerateurs bookens : _, ", :
{ Quanti cateur : 8, 9

{ Ogerations : +,

Ce nition 3.6.1 (Formules closes).
Une formule close est une formulef a toute variable cepend d'un quanti-
cateur.
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e nition 3.6.2.
On dit qu'une theorie logique est cecidable s'il est cecidable de savoir si une
formule close est vraie.

Ineressons-nous aux deux treories :ThhN;+i et ThhN; +; i

[ nition 3.6.3 (Forme penexe).
La formule ' est enforme penexe lorsque :

"= Q1x1Q2X2 11 QnXp
aJ, pour tout i, Q; = 8ouQ; = 9 et ne contient plus de quanti cateur.

Theoeme 3.6.1 (Pressburger).
La theorie ThhN;+i est decidable.

Preuve.
On prend une formule close' , qu'on suppose sous forme penexe ! =

On pose' k = Qk+1 Xk+1;:::;QnXn avec' g="'et' =

On construit par ecurrence cecroissante sur k. n, un automate Ax qui
accepte Xk.
Ainsi, l'automate A, (ck nit sur l'alphabet vide) accepte " si et seulement
est vraie.
Construction de l'automate A, (qui corresponda la formule ) :
On peut se ramener au cas al est une combinaison bookenne de

(

Xi = Xj
Xi + Xj = Xk

Si

Automate de I'addition
On construit un automate coceterministe  en faisant comme s'il lisait
de la droite vers la gauche C est letat avec retenue, NC est letat sans
retenue). Voir Fig . 3.3, page 66.

Passage de Ayx+1 a Ag

k = Qi+1 Xk+1 3" k1

1. si Qk+1 = 9 : chaque transition de l'automate Ax provient d'une
transition de l'automate Ag.;, cette dernere cependant en plus du
bit du k+1 nombre : on consicere donc les deux alternatives possilals
pour ce bit. Si le (k + 1) ® nombre est plus long que tous les autres,
il sut de le tronquer en oubliant les lectures initiales, Fig. 3.4,
page 66.

2. SiQk+1 = 8" k= BXk+1 " k+1 = 19 Xk+1 ;i " k41
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(1;0;1) (1;0;1)
(0;1;0) (0;1;1)
(1;11) (0;0;0)

(0;0;1)

Fig. 3.3 { Automate de I'addition

(0;0;:::;0;1)
/‘</ ;‘/‘\ //‘\*"”
-~ /) | \ l
~N N < -_ j\ — /
(0;0;:::;0;0) 3
(0;0;:::;0; 1) R

Fig. 3.4 { Passage deAk+1 a A pour Qg+1 = 9

Treoeme 3.6.2 (G edel).
La theorie ThhN;+; i est indecidable.

Preuve.

On eduit le probkme de l'acceptationa ce probeme : M;w 9%;" Mw s
al x code le calcul et il existe si et seulement siv est acceptant. Voir preuve
dans le cours de logique, chapitre 8. O

3.6.2 Crieres de divisibilie

Placons nous en baseb, soit avec l'alphabet f0;1;:::;b 1g. Consicerons
le probeme suivant : comment, dans cette base, cetermine si un langage est
rationnel ?

On peut par exemple construire l'automate discutant le rese de la division
euclidienne par 3 en base 2 (voiFig . 3.5, page 67). Plus gereralement, pour
discuter le reste de la division euclidienne pag en baser, on construit I'automate

a getats repesentant les restes euclidiens 01;:::;q 1, etr 1 10 est une
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transition de l'automate si et seulement sibr+ d = gk + r° (voir Fig. 3.6,
page 67).

Fig. 3.6 { Division euclidienne par g en baseb: br + d = gk+ r°
I nition 3.6.4 (Sous-ensemble de N ultimement geriodique).

E N estultimement periodique lorsque9N;9p 8n N;n2E, n+p2E

Ce nition 3.6.5 (Entiers multiplicativement inc&penda nts).
b et b° sont multiplicativement independants lorsque8n;m> 0;b" 6 b™.

Theoeme 3.6.3 (Cobhem).
Soient b et b’ deux entiers multiplicativement incependants, siE N est
rationnel en basesb et kP, alors E est ultimement eriodique.

3.6.3 Machine de Turing avec une entee en lecture seule

Theoeme 3.6.4.
Soit M une machine de Turing qui necrit jamais sur son entee, alors L(M)
est rationnel.

Preuve.
Pourw 2 | soient les ensembles de couples détats suivants (entresquels
il existe un chemin de la forme indigwee) :

— —
p p
ddw) = f(pd) q——— g dW)=f(mgd < qgfdw)=
— —

p p
fpd g  gffw=fpd < qg
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8

3 dd(w) = dd(w)
d (w) = o (W)

3 fd (w) = fd (w9

" (w) = ff (w9

Oncnit: w wo,

Alors :

{ estune relation dequivalence.

{ le nombre de ses classes est majoe par3Qi”

{ estune congruence (voirFig . 3.7, page 69)

{w w) (w2L(M), wl2L(M)) (voir Fig. 3.8, page 69)

donc L est reconnu parA = . Toutefois, notez bien que le passage de la
machinea l'automate n'est pas decidable. O
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Fig. 3.7{ est une congruence

q q

Fig. 3.8{w w% w2L(M), wl2L(M))

69
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Chapitre 4

Complexie en temps et en
espace

4.1 Introduction
4.1.1 Objectifs

Le probkme de la complexie se pose en temps comme en espac

Il s'agit de determiner s'il est possible de trouver un algarithme e cace pour
esoudre un probeme (par synetrie, de l'algorithmique qui cherchea determiner
le-dit algorithme). On tentera par ailleurs de classi er les probemes selon leur
complexit, par des methodes beaucoup plus larges que dels de I'algorithmique.

On ne consickrera naturellement ici que des probemes deidables (.e. cci-
s par des machines de Turing qui s'arrétent toujours).

4.1.2 Repesentation de la complexie

[ nition 4.1.1 (Complexie).

Soit une machine de TuringM (a priori non deterministe).

Soitun calculCo = pw C; Cm deM dentee w :

{ le temps de ce calcul estm.

{ I' espacede ce calcul est may | n jCij.

On ¢k nit alors la complexie en temps (resp. espace) pour un mot w comme
la plus grande complexie en temps (resp. espace) des callsude w :

tm (w) = max temps(calcul)
calculs

sy (w) = max espace(calcul)
calculs

On peut alors ¢ nir la complexie de la machine M par :

tm (n)

max ty (w)
jwj=n

max sy (w)
Jwj=n

sm (n)

Proposition 4.1.1.
Sity(n) nalorssy(n) ty(n).

71
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4.2 Complexie en temps

421 Thloeme daceération

Treoeme 4.2.1 (d'aceeration).
Soit k 2 N et M, une machine de Turing. Sin = O(tyw (n)), alors il existe
une machine de TuringM % equivalentea M telle quetyo(n)  (1=K)tym (n)

Preuve.
PlaoJa [ [T]]]]]
On ogere la transformation ©= (ou, plus gereralement, %= X):
“[laoa) [ TTTTTT]

O

Ainsi, lorsqu'onetudie la complexie d'un probeme, le s constantes multipli-
catives ne sont pas signi catives : on pegre donc exprimer une complexit sous
la forme O(f ).

4.2.2 Changement de moctle

Quelle est I'in uence du mockle de machine sur la complexa ?

{
{

machinea bande bi-in nie

La transformation faite, la complexie de la simulation re ste la méme.
machinea plusieurs bandes

Dans l'algorithme de transformation, on fait des allers-rdours pour recons-
tituer le k-uplet repesentant letat de la machinea k bandes. Au pire, le
parcours fait pour simuler la i®etape est de longueursy (n)  ty (n). Au
nal, on a donc :

two(n) = O(tZ (n))

machines non ekterministes

Soit M une machine non ceterministe, etM ®une machine deterministe qui
la simule en essayant successivement tous ses calculsaidla d'un arbre.
Dans l'arbre des calculs, on ne se peoccupe pas du probemde l'arrét,
par hypotrese esolu. On peut donc se contenter de parcouir l'arbre des
calculs en profondeur d'abord.

Le nombre de calculs possibles pouM °, pour une entee de taille n est
borre par k' ("), ai k est le nombre maximal de transitions qui peuvent
&tre e ectieesa partir d'une con guration quelconque : k est le cardinal
maximal des (p;a) = f(q;b;® p;a! q;b;x2 Eg pour tous p et a. On
en tire, sit(n) n:

tmo(n) = O(tm (n)k™ (n)) = 2 O(tw (n))

Remarquons le changement radical de complexite induit parcette trans-
formation.
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4.2.3 Classes de complexie en temps

[ nition 4.2.1 (Classe).
Soit f une fonction N! R, . Par & nition :
{ TIME(f (n)) est I'ensemble des probemes decices par une machine d Tu-
ring ceterministe en temps O(f (n)).
{ NTIME(f (n)) est I'ensemble des probemes cecices par une machine d
Turing non ceterministe en temps O(f (n))

On peut alors ¢ nir : [
P= " TIME(n¥)
k 0

NP=  NTIME(n)
k 0

[ N
EXPTIME=  TIME@2")
k 0

Proposition 4.2.1.

On a les inclusions triviales : ‘P NP EXPTIME

Exemple (Probemes dansP).

1. Probeme d'accessibilie : un sommett d'un graphe G donre est-il acces-
siblea partir du sommet s?
La esolution se fait en parcourant le graphe en largeur; cka se fait en
temps lireaire. Voir [Sip97], p. 2371

2. Probkemes ckecrits par des langages algebriques :
etant donre L, un langage algbrique, est-ce qué 2 P? :

- Wi ,
1 i j n
G=(AV;P)

S2V;w2 Lg(S)
wliizj] 2 La(S)

S I S$1$
W[i;k]2 Lg(S1) et wk+1;j]12Ls(S2)

Exemple (Probemes dansNP).

10n remarquera que ce méme probeme est dans NL (c'esta dire  NSPACE(log(n)), & ni un
peu plus loin) et méme NL-complet, lorsque le graphe est oriene. Lorsqu'il s'agit  d'un graphe
non orieng, le probéme d'accessibilie est de classe L (i.e. SPACE(log(n))). on consultera pour
ces esultats [Sip97], p. 295.
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1. Chemin hamiltonien (HAM-PATH) (6 chemin eukrien?) :
Un chemin hamiltonien dans un grapheG orient est un chemin qui passe
une fois et une seule par chagque sommet d8. Le probeme du chemin
hamiltonien est de savoir si un grapheG donre contient un chemin hamil-
tonien de sa t pour deux sommetss et tegalement donres. Ce probeme
peut étre pos pour un graphe oriene ou pour un graphe nonoriene mais
ces deux probemes se ranenent aiement de l'una l'autre.

2. Satis abilie d'une formule { du calcul propositionnel : Une formule est
dite satis able s'il est possible d'a ecter une valeur vrai (noe 1) ou faux
(noke 0)a chacune des variables de telle facon que la fornule ait la valeur
vrai.

[ nition 4.2.2 (\éri cateur).
Une machineM deterministe est un \eri cateur en temps polynomial pour
L si M cecide sur des entees de la formetw; ci en temps polynomial enjwj et
est telle que :
L=fw 9c;hw;ci2 L(M)g

Proposition 4.2.2 (Equivalence \eri cateur et NP).
L 2 NP si et seulement s'il existe un \eri cateur polynomial pour L.

Preuve.
Soit une machine de Turing non ceterministe, M % qui reconnait L en temps
polynomial ; onetablit une association 3

V (wericateur) $ M °(machine non ceterministe)

{ ) :V prend en entee c, une suite de transitions (de taille polynomiale)
faites par M % en calculantw. V simule alors M sur w pour \erier w 2
L(M 9. Ceci se fait en suivantc, donc en temps polynomial.

{ ( : MPOchoisit c de facon non ceterministe et simule le calcul deV sur
hw;ci. V est en temps polynomial, doncc polynomial et le calcul de M °
est polynomial.

([l

4.2.4 Reduction polynomiale
Premeres ¢ nitions
Il s'agit d'introduire un ordre de complexie parmi les pro bemes NP.

Ce nition 4.2.3 (Reduction polynomiale).

Soient A et B, des probemes cocdkes respectivement palL et Lg sur les
alphabets 5 et g. Une eduction polynomiale de Aa B est une fonction
fooa! g Calculable en temps polynomial par une machine de Turing
ceterministe telle que :

w2Lla, f(W)Z Lg

Notation.
L'existence d'une eduction polynomiale se note :

A pB

2Circuit qui passe une fois exactement par chaque aréte.
30n utilise pour cela I'axiome du choix denombrable.
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Proposition 4.2.3.
SiIA pBetB2P,alorsA2P.

NP -compétude

Ce nition 4.2.4 ( NP-dicile).
Un probeme, A, estdit NP-dicilesi 8B 2NP; B p A

Ce nition 4.2.5 (  NP-complet).
Un probeme, A, est dit NP-complet si

1. A2 NP;
2. A estNP-dicile.

NP-compétude de  SAT et 3- SAT
NP-Compétude de  SAT

Treoeme 4.2.2 (Cook & Levin).
Les probemes SAT et 3-SAT sont NP-complets.

Qu SAT est le probeme de la satis abilie d'une formule, 3- SAT celui de la
satis abilie d'une formule en forme normale conjonctive ai chaque clause est
la conjonction de trois literaux.

Preuve de Cook & Levin.

Preuve queSAT estNP-complet : Soit A 2 NP, M machine non ceterministe
en tempsnk qui cecide A. On veut montrer que, pour toute entee w, ., est
satis able si et seulement siw est accepte parM .

On note n = jwj la taille de I'entee w. M fonctionne en temps polynomial
donc 9k tel que tout calcul sur w soit de longueur nK. Quitte a modi er
egerement M, on suppose que tout calcul acceptant suw est de longueur
exactementnk.

CommeM fonctionne en tempsn¥, elle utilise au plusnk cellules. Les con -
gurations sont de longueur au plusnk, qu'on supposeraegale a nk quitte a
modi er lecriture des con gurations.

Ecrivons ces con gurations les unes sous les autres pour ddtir le tableau

de symbolesekments de l'alphabetA = [ Q,ala gure 4.1.
[Conf, [O [ 1] 2] 3] [n]
Co = G | W1 | W | W3 | il | #
Ci= [ W} [ op [wo [wg|:oi] #
Co= [W) [ W3 [ @ [ ws #
C3 - PR PR PR PR #
Ch«

Tab. 4.1 { Tableau forme par les con gurations

On chercheaecrire |, qui code l'existence d'un tel tableau forrme par les
con gurations successives d'un calcul acceptant suw.
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Pour chaque (;j) O i;j nX, etpourchaquez2 [ Q, soit X(ijz ) qui
code le fait que la casei(j ) contienne ou non le symbolez 4.

Notons e la formule codant le fait que chaque cellule contient un unige
symbole deA, sart celle codant que la premere ligne du tableau est biergpw,

move COdant le fait que chaque ligne est obtenue en appliquant un&ansition
de M, acept COdant que le calcul est bien acceptant.

La formule ' move dit que chaqueC; suit C; 1 par la transition apparaissant
dans le symbolea une caseifj ) donree. Or, le contenu d'une case ;j ) cepend
uniguement de la case au-dessus ( 1;]) et des deux cases qui y sont adjacentes,
par fonctionnement de la machine.

On peut donc & nir un pedicat f (W;X;Y;Z) qui est vrai si et seulement
si le symboleZ peut apparatre en position i;j d'une con guration donree,
sachant que les symbolesV, X, Y sont les symboles aux positionsi( 1;j 1),
(i Lj)et(i Lj+1)°.

wo = cell ® at N accept © mo
2 0] 13
0 1
N VAN
cell = g@ Xijz A % ¢ Xijiz _* Xiz O)gé
0 ij nk z2 [Q zz%2 [Q
26 2°
start = XO;O;GO N Xotw, N XOiZ;Wz M Xomw , N Xonergw fi 0 Xoink:#
accept — @ Xnkjq A
g2F 0 j nk |
A !
move = Xi 1 1w N Xy MXiogjeax " Xigz
0 ij nk W;X;Y;Z
f (W;X;Y;Z )

Ces formulesetant de taille polynomiale enn, leur conjonction l'est aussi. [

Reduction de  SAT a 3- SAT

On montre que SAT se eduit polyndmialementa 3- SAT, ce qui suta
montrer que SAT est NP-complet. Soit une formule quelconque, trouvons ©
a trois literaux par clause, de méme satis abilie. Le setapes du calcul de °
sont :

1. Descente des regations sur les variables, en utilisanek lois de De Morgan.
Cette descente produit en temps lireaire pour un programme(donc poly-
nomial pour une machine de Turing) une formule ai toutes lesregations
sont devant des variables.

2. | 0 en forme normale conjonctivé : par induction sur
{si = 1~ salors °= ¢~ 9
{si = 1_ » parinduction on calcule :
T e AN e AR o

4Le nombre de ces variables est jAjn2%, polynomial en n.

5Sij =1, W=#etsi j=nk Y=t

6Ceci ne peut se esoudre par distributivie, car la taille de la formule nale pourrait ainsi
cro'tre exponentiellement.
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| 0 0N OA--.A O
Comme on ne peut pas les eunir par une disjonction, on intraluit une
nouvelle variabley :
O=(y_e) i (y_o) N Cy_e) i (Y _ Qo)
O n'est pas logiquementequivalentea mais a mémesatis abilie . De
plus elle est de taille au plus quadratique erj j, et se calcule en temps
quadratique.

3. Puis on met sous forme 3BAT en remplacant les clauses n'ayant pas trois
literaux par une ou plusieurs clauses ayant exactement tiois literaux.
Si une clause a moins de trois literaux, on epete la disjonction sur un
literal de la clause pour en ajouter. Dans le cas d'une clagea plus de
trois literaux ( Iy _::: k) :

On introduit les variables y; :::yx 3 et on remplace par :

(i __y)™Cyr_lza_y2) iy 3k 1_I)

Toute a ectation qui rend vraie la clause initiale se prolonge en une a ecta-
tion sur y1 :::yx 3 qui permet de maintenir lequivlaence de satis abilie.
Cette dernere transformation se fait en temps lireaire en la taille de la
formule, donc polynomial sur une machine de Turing

3-SAT est donc NP-complet.

Autres probémes  NP-complets

Proposition 4.2.4.
Le probeme du chemin hamiltonien estNP-complet.

Preuve.

On trouvera la eduction de 3-SATa HAM-PATH, 7 en annexe B, page 89.
Cette eduction estecrite pour le probeme du chemin hamiltonien sur un graphe
oriene. On trouvera la eduction de HAM-PATH sur graphe orienea HAM-
PATH sur graphe non oriene dans [HU79], page 336. O

Ce nition 4.2.6 (Clique).
Soit G un graphe. Une clique de taillek de G est un ensemble d&k sommets
parmi lesquels deux sommets distincts sont toujours rels par une arréte.

Proposition 4.2.5.
Le probeme de savoir si un graphe a une clique de taille est NP-complet.

Preuve de CLIQUE2 NP.
Un algorithme non deterministe pour cecider ce langage L peut fonction-
ner de la manere suivante. L'algorithme commence par chair de facon non

ceterministe k sommetsvsy;:::; vk de G. Ce choix se fait en temps lireaire en
la taille du graphe. Ensuite, I'algorithme \eri e que les t outes les arétes;; v;)
pourtoutl i<]j k sont pesentes dansG : il accepte si c'est le cas. Cette

\eri cation peut se faire en temps polynomial puisqu'il y a au plus k? arétesa
tester. Cet algorithme cecide si le grapheG possde une clique de taillek. En
e et, il y a un calcul de l'algorithme pour chaque choix possble de k sommets.
Un de ces calculs est acceptant $6 contient une clique. Le probeme de la clique
appartient donca la classe NP. O

7 http://www.liafa.jussieu.fr/~carton/Enseignement/Co mplexite/MMFAI/Cours/
Masterlnfo/time.html
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Preuve de laNP-compétude de CLIQUE
On trouvera la preuve de la eduction de 3-SATa CLIQUE en annexe C,
page 91. O

On trouvera la pesentation d'autres algorithmes NP-complets ainsi que la
eduction de 3-SATa ceux-ci dans les annexes.

4.3 Complexie en espace

Soit une machine de TuringM et sy (w) taille maximale d'une con guration
d'un calcul sur I'entee w. On c nit similairementa la complexie en temps, et
comme peedemment, Sy (N) = Maxyj=n Sm (W).

4.3.1 Changement de moctle

Les changements de con gurations en nombre et forme de bandesont sans
grands changements sur la complexie en espace.

Theoeme 4.3.1 (Savitch).

Soit s une fonction de N dans R* telle ques(n) n. & Une machine non
ceterministe qui fonctionne en espaces(n) estequivalente a une machine de
Turing ceterministe en espaceO (s?(n)).

Preuve.

Soit M une machine de Turing en espacsg(n). On simule M par une machine
ceterministe m° cecrite par I'algorithme Access ci-dessous :Access (C; C%1)
retourne vrai si la machineM peut passer de la con gurationCa la con gura-
tion C°en au plustetapes de calcul.

Algorithme ( Access (C; C%t)).
if t 1then
return C==C'
else
for all C%de taille s(jwj) do
if (Access (C; C%di=2e) » Access (C% C% bt=2c)) then
return true
end if
end for
return false
end if

L'objectif de I'algorithme global est de ceterminer si w 2 L (M) en supposant
F = fg g. Restea trouver, en notant Co = qw et C; = ¢, Si on peut passer
de Cpa C; : quelt faut-il choisir?

Si M fonctionne en espaces(n), alors M fonctionne en temps 2 (5(") | voir
page 79.

Si w est accepe, il y a un calcul deCgpa C; ent =2Ks(n),

8 A priori, on pourrait penser que cette con guration est touj  ours \eriee, dans la mesure
al I'entee de taille n est toujours dans la con guration. On verra dans les extensi ons qu'il est
en fait possible de ¢ nir une machine de Turing de complexi & sous-lireaire en espace avec
des con gurations un peu dierentes.
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w2 L(M), Access (Co;Cs;2Ks (M)

Resteaevaluer la complexie en espace deAccess :
{ taille de la pile des appels ecurisfs : Ks(n)
{ espace d'un appel :C,C%C" (con gurations, espace s(n)) t (en binaire
Ks(n))
Au nal, la machine utilise en espaceK 2s?(n). O

4.3.2 Classes de complexie en espace

Notation.

SPACHT (n)) I'ensemble des probemes decidables en espack(n) par une ma-
chine ceterministe.

NSPACHT (n)) I'ensemble des probemes ccidables en espade(n) par une ma-
chine non dceterministe.

Le treoeme de Savitch garantit qu'il n'est pas utile de di stinguer les machines
ceterministes et non ceterministes, d'ai legalie :

[ [
PSPACE=  SPACHNX) = NPSPACE=  NSPACHN)
k 0 k 0

4.3.3 Relations entre les complexies en temps et en es-
pace

Lemme 4.3.2.
Si M fonctionne en tempst(n) alors M fonctionne en espace au plug(n)

Proposition 4.3.1.

P NP PSPACE EXPTIME

Preuve.
P PSPACEet NP NPSPACEproues par le lemme.

Si une machine de Turing s'arréte toujours, un calcul de cdae machine ne
peut pas repasser deux fois par la méme con guration. En e & le nombre
de con gurations d'une telle machine estjQjs(n)ks(") = 20(s(M) ' Ceci montre
qu'une machine qui fonctionne en espacs(n) fonctionne en temps £ (™) On
a donc l'inclusion PSPACE EXPTIME. ° O

4.3.4 Exemples de probémes dans PSPACE
Exemple (Probemes dansPSPACBH.

1. Universalie d'un automate ni :
Soit A un automate sur l'alphabet A. Le probeme de l'universalie est de
savoir si :
L(A)= A

90n sait que NP EXPTIME, les iregalies strictes entre les autres ensembles rest anta ce
jour incetermirees.
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(a) A ceterministe etemonce

Dans ce casl-(A) = A siet seulement siA complet et tous lesetats

sont naux.

(b) A non ceterministe :

L'automate A estequivalenta un automate ceterministe ayant au

plus 2" etats. Si L(A) 6 A , il existe un mot w, tel que jwj 2" qui

n'est pas accepe parA.

Pour que l'automate accepte tous les mots, il faut que tous lersetats

d'arrivee soient naux. Pouretudier ceci, on decompose ces calculs

en transitions sur les lettres, arrivant de manéere non ceterministe
sur des groupes detats.

{ L'algorithme simule le calcul de A en marquant lesetats accessibles
en lisant le mot w. A chaqueetape de calcul, I'algorithme choisit
une lettre a de A et calcule lesetats accessibles en e ectuant des
transitions.

{ on s'arréte apes 2" etapes.

{ on s'arréte lorsqu'on arrive sur un groupe détat comprenant un
etat non nal.

L'algorithme utilise un espace lireaire pour stocker le nanbre detapes

e ectees. 10

2. Formules bookennes quantiees (QSAT) On consicere les formules boo-
bennes avec des quanti cateurs existentiels et universks portant sur exac-
tement toutes leurs variables. Les seuls operateurs autages sont™; _;: .
Par exemple :

8x9y8z(1My) _(y":z) _(y": 1)
Une formule quantiee close!! est-elle vraie ?

Proposition 4.3.2
QSAT est dans PSPACE

Preuve.
On esout QSATa l'aide de Il'algorithme ecursif suivant :

Algorithme (QSAT( ) est close).

if  n'a plus de quanti cateurs then
eval( )
end if
if =9 then
QSAT( [x  0])_ QSAT( [x 1])
end if
if = 8x then
QSAT( [x O™ QSAT( [x  1])
end if

L'algorithme correctement programnme utilise une seule cpie de , et une
pile de taille proportionnelle au nombre de variables. Il foctionne donc
en espace lireaire. O

100n remarquera que cela revienta calculer de manere incr  ementale l'automate determinise
{ au lieu de le calculer enterement avant de l'analyser.
1 sans variable libre
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4.3.5 PSPACE-compétude

[ nition 4.3.1 ( PSPACE-complet).
Un probeme A est dit PSPACEcomplet si :

1. A est PSPACE

2. Tout probeme B de PSPACEe eduit polynomialement en temps a A,
ie.
B pA

Tleoeme 4.3.3 ( PSPACE-compétude de  QSAT).
QSAT est PSPACEcomplet.

Preuve.

Soit M machine en espace polynomial. On veut ramener l'acceptatinde w
par M au calcul de la valuation d'une formule quantiee.

On suppose donc qu'un probemeB est cecice par une machine de Turing
M en espace polynomial qu'on peut supposer étra® pour un entier k >e. Soit
w une entee de M de taille n. L'existence d'un calcul acceptantw est coce de
la manere suivante :

Chaque con guration C de la machineM est cocke par des variables qui ce-
crivent chacun des symboles de la con guration. Puisque chgue con guration
est de taille n¥, le nombre de variables recessaires est au plud(n*).

Soit C une con guration, traduite en variable au nombre de O (nk). t(C:C 9
est vraie si et seulementsic) ' C°

1.t 1: t;(c;cO):(C:CO_C) CO)

2.t 1! ywcco= 9 coo
8(D;DY[(D=C"D%°=CY_(D=CD%°=CY) m=2c;00 9)
Dans le cast 1, enir  (cco par une disjonction de méme que pour
la fonction Access de la preuve de Cook & Levin ne fonctionne pas, car un
calcul deM est de longueur allant jusqua 2X" - pour une constanteK »e. La
formule . (c.co a la diviser pour egner pour t = 2Kn “ n'est pas de taille
polynomiale. O

4.4 Machine alternante
4.4.1 [k nitions

[ nition 4.4.1 (Machine alternante).

Une machineM alternante est une machine de Turing ai I'ensembleQ des
etats est partitionre en :

{ Q_ensemble desetats existentiels

{ Q~ ensemble desetats universels
Par extension, on dira q'une con guration C = uqv est existentielle (resp. uni-
verselle) siq est existentiel (resp. universel).

Ce nition 4.4.2 (Calcul sur une machine alternante).
Un calcul est un arbreetiquet par des con gurations, \e ri ant :
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{ si un noeud x de l'arbre estetiquet par une con guration existentiel le C
alorsx a un seul Isetiquee par C°tel queC) C°

{ si un noeud x de l'arbre estetiquet par une con guration universelle C
alorsx a un Isetiquee C° pour chaqueCPtelle queC) C°

[ nition 4.4.3 (Calcul acceptant).
Une branche est acceptante si unetat nal apparat sur la branche.
Un calcul est acceptant si
{ letiquette de la racine est la con guration initiale gow.
{ toutes les branches sont acceptantes

4.4.2 Algorithme alternant pour QSAT

Algorithme ( QSAT_alternant  ( )).
if  sansQ then
eval( )
end if
if =9 then
QSAT_alternant ([ 0]) _ QSAT_alternant ([ 1])
end if
if =8 then
QSAT_alternant ([ 0D~ QSAT_alternant ([ 1))
end if

4.4.3 Automates alternants

Un automate alternant est un automate ai chaque transition mene d'unetat
a un ensemble detats et estetiquete par une lettre de | 'alphabet et par _ ou
A, Un calcul dans un automate alternant est unarbre dont les n uds sont les
etats traverses au cours de la lecture du mot (voir Fig . 4.1, page 83).
Pour chaque n ud interne :
{ sila transition empruntea l'issue de letat estetiq uete par _,lenud a
exactement un Is, correspondanta l'un desetats poine s par la transition.
{ si elle estetiqueee par *, le nud a exactement autant de Is que la
transition pointe detats, et chacun de ces Is correspond naturellementa
chacun desetats poines.
Tous les chemins dans l'arbre ont par consquent la longueudu mot lu : le
calcul est acceptant si toutes les feuilles corresponderat desetats naux.

4.4.4 Classes de complexie

Le temps d'un calcul d'une machine de Turing alternante est @r e nition
la profondeur de I'arbre. L'espace du calcul est la taille maimale d'une con -
guration apparaissant dans le calcul.

Notation.
pour une fonctiont de N dansR*, on c nit :

{ ATIME(t(n)) classe des probemes decices par des machines de Turi
alternantes en tempst(n)
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« @ ¥
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Fig. 4.1 { Un calcul dans un automate alternant

{ AP(t(n))classe des probemes cecices par des machines de Turip alter-
nantes en temps polynomial ent(n)

{ ASPACKt(n))classe des probemes decices par des machines de Turim
alternantes en espace(n)

{ APSPACEK!t(n)) classe des probemes cecices par des machines de Turm
alternantes en espace polynomial en(n)

Theoeme 4.4.1.
Supposantt(n) n:

ATIME(t(n)) SPACHt(n)) ATIME(t3(n))

AP = PSPACE
Supposantt(n) log(n) :

ASPACHt(n)) TIME(2°((M))

ASPACE= EXPTIME

Preuve.

Machine qui \eri e, dans le tableau de la preuve de Cook & Levn, pour
chaque paire de lignes et pour chaque paire de cases, qu'urransition a bien
et e ectiee. Elle ne construit pas le tableau enterem ent, mais seulement aux
endroits indexes par ses pointeurs, qui sont de taillet(n). On se reportera pour
la preuve compktea [Sip97]. O
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Annexe A

Normalisation de machines
de Turing

A.1l Resultat

Le but de cette partie est de montrer qu'on peut toujours supmser qu'une
machine de Turing possede deuxetats speciauxg. et q tels que :

{ g-estnal(g. 2F)etq n'estpas nal (q 2F),

{ la machine se bloque s qu'elle est dans un desetats, ouq ,

{ la machine se bloque uniquement dans un desetats}, ouq .

Pour montrer ce esultat, nous allons montrer qua partir d'une machineM ,
on peut toujours construire une autre machine de TuringM © qui accepte les
memes entees queM et qui \eri e les proprees ci-dessus. Nous allons montrer
en outre que si la machineM est ceterministe alors la machine M © est aussi
ceterministe.

A.2 Analyse

Une machine de Turing peut se bloquer dans unetatq pour deux raisons.

1. La premere raison est qu'aucune transition n'est possble. Supposons que
machine est dansetat p et que le symbole de bande sous la #test le sym-
bole a. Si la machine n'a pas de transition de la forme;a! q;b;x x 2
fL;Rg, alors elle reste blogee emp.

2. La seconde raison est que certaines transitions sont paskes mais que
ces transitions conduisenta un ceplacement de la téte delecture vers la
gauche alors que cette tete est justement sur la premere gsition de la
bande. Supposons que machine est dansetas, que la téte de lecture est
sur la premere position de la bande et que le symbole de baral sous
cette téte est le symbolea. Si la machine a des transitions de la forme
p;a! q;b;L mais pas de transitions de la formep;a! q;b;R alors elle
reste blogwee enp. En e et, la ¢ nition des machines de Turing stipule
gu'une machine n'a pas le droit d'e ectuer une transition qui ceplace la
téte de lecture vers la gauche lorsque cette téte de lecterest justement
sur la premere position de la bande.
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A.3 Icees gererales de la construction

L'icke gererale de la construction de M © est d'ajouter deux nouveauxetats
a. etq a M etdajouter les transitions pour que la machineM ° passe dans un
de ce deuxetats quand la machineM se bloque dans unetatp. Le premier type
de blocage est facilea cetecter dans la machineM . Il su t de trouver toutes les
paires (p; @) telle qu'il n'existe pas de transition p;a! q;b;L x 2fL;Rg. Le
second type de blocage est plus celicata cetecter puisqe la machineM © doit
savoir quand sa téte de lecture se trouve sur la premere psition de la bande.
Pour contourner cette di cule, on ajoute de nouveaux symb oles de bandesa
la machine M % Pour chaque symbole de bande a d&1, la machine M © contient
le symbolea et un autre symbole correspondanta. L'alphabet de bande M °
estdonc °= [fa a2 g Ces nouveaux symboles seront uniquement
utilies dans la premere position de la bande et servirorta la machine pour
cetecter cette position. L'alphabet d'entee de M © est identiquea celui de M .
La premere operation de la machine M © est de remplacer le premier symbole
de I'entee par le symbole a correspondant pour marquer la premere position
de la bande.A cette n, on ajoute deux nouveauxetats g et ¢f et quelques
transitions. Ensuite toutes les autres transitions deM ° remplacent un caracere
non souligre a par un caracere non souligre b et un caracere souligre a par un
caracere souligre b. Ainsi, la premére position de la bande contient toujours un
symbole souligre et toutes toutes les autres positions cdiennent des symboles
non souligres.

A.4 La construction proprement dite

Soit M = (Q; ; ;E;qo;F;#) une machine de Turing. Nous cecrivons la
machine de M ° qui accepte les méme entees mais qui se bloque uniquement
dans un des deuxetatsg. ou q . Par rapporta la machine M, la machine M °
possde quatre nouveauxetats qui sont lesetatsq), ¢, g. etq .

{ Etats : Q°= Q[f od;cf;q;9 g

{ Etatinitial : of

{ Etats naux: F°= fqg. g

{ Alphabet de bande : °= [fa a2 g

{ Alphabet d'entee : 9=

{ Caracetre blanc : #

Il reste a cecrire I'ensemble E' des transitions de M % Cet ensemble est
cecompo® enE%= Eq[ E1[ E2[ Es[ E4 suivant letat p dans lequel se trouve
la machine. Les ensembleg&g, E4, E>, E3 et E4 sont ck nis ci-dessous.
p=

La premere transition est chargee de remplacer le premie caracere de
I'entee par le caracere souligre correspondant.

Eo=fqd;a! of;a;R a2 g

p=of
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La seconde transition est chargee de remettre la téte de lgture sur la
premere position de la bande et de passer dans l'ancienett nal g pour
commencer le calcul.

E;=fo’;a! oq;aL a2 ¢

P=¢ _p=q
Pour que la machineM ° se bloque eng. et enq elle ne possede aucune
transition de la forme g.;a ! q;b;x et aucune transition de la forme
g ;a! q;b;xpourx?2fL;Rag.

P2 Q
On commence par ajouteraM °toutes les transitions deM pour les lettres
non souligrees et les lettres souligrees. On pose :
Ex=fp;al! q;b;x p;al q;b;x2 Eg
[f p;pa! g;bR p;a! q;b;R2 Eg

Ensuite, on ajoute des transitions speci ques pour eviter que M ° ne se
bloque dans desetats autres quey. etq . On poseU I'ensemble des paires
(p; @) telles queM ne possde pas de transitiong;a! q;b;x x2fL;Rg
et V I'ensemble des paires; a) telles queM ne possde pas de transitions
p;a! q;b;R On & nit alors les deux ensemblesE; et E4.

Es=fp;a! g.aiR si(p;a)2Uetp2Fg

[f p;a! gaR si(p;a)2UetpzFg

Es=fp;a! R si(pa2Vetp2Fg
If p;a! g aR si(p;a)2Vetp2Fg

Il est facile de \eri er que si la machine M est deterministe, alors la machine
M O estegalement ceterministe.
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Annexe B

Reduction de 3- SAT a
HAM-PATH

Le probkme HAM-PATH est dansNP. Un algorithme pour esoudre ce pro-
beme commence par choisir de facon nonceterministe unesuite ujg;:::u, de
sommets puis \eri e ensuite qu'il s'agit d'un chemin hamil tonien de sa t.

Pour montrer que le probeme HAM-PATH est NP-di cile, on va eduire
polynomialement le probeme 3-SATa HAM-PATH. A chaque instance de 3-
SAT, on associe une instance delAM-PATH qui a une solution si et seulement
si linstance de 3SAT en a une. Soit une instance de 3SAT, c'esta dire
une formule en forme conjonctive telle que chaque clause de contienne trois
literaux. On note Kk le nombre de clauses de et m le nombre de variables
apparaissant dans . Si une variable apparat positivement et regativement
dans la méme clause, cette clause est toujours satisfait®©n suppose dans la
suite que chaque variable appara au plus une fois dans clgae clause.

A cette formule , on associe un graphe oriene ayant Rm+2 m+ k sommets.
A chaque clause est assocee un seul somme&.chaque variable est assocee une
partie du graphe appelee gadget Pour chaque variable, ce graphe posedek2-2
sommets et est identiquea celui repesent sur la B.1.

th=8cm]gadgham-gadget

Fig. B.1{ gadgetassocea une variable

Le graphe global est obtenu en mettant bouta bout les gadges$ pour obtenir
une sorte de chapelet et en ajoutant les sommets des clausés gadget d'une
variable est rele au sommet de chaque clause ai elle apparft. Si la variable
apparat positivement dans la (§  i)®clause, il y a une aréte du sommetp 1
du gadget vers le sommet de la clause et une aréte du sommet tdeclause vers le
sommet J du gadget. Si la variable apparat regativement dans la § i)€clause,
il y a une aréte du sommet 2 du gadget vers le sommet de la clause et une aréte
du sommet de la clause vers le sommetj2 1 du gadget.

Le sommets est le premier sommet du gadget de la preméere variable et le
sommet s est le dernier sommet du gadget de la dernere variable. Onerie
gu'il y a un chemin hamiltonien dans la graphe construit si et seulement si la
formule est satis able.
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La construction est illustee sur la formule = (Xo_ X1 _ X2)™ (i Xo_: X2 _
X3) N (X1 _ X2 _: X3). Les entiersk et m sontegauxa 3 et 4 et on obtient le
graphe repesenta la gure B.2.

th=8cm]graph3sat2ham

Fig. B.2 { graphe assocea la formule



Annexe C

Reduction de 3- SAT a
CLIQUE

Soit  une instance de 3SAT, c'esta-dire une formule en forme conjonctive
telle que chaque clause de contienne trois literaux.

=(la_la_ )™ iii(lsk 2 _ sk 1 _l3k)

On introduit alors le graphe non oriene G dont I'ensemble des sommets est
I'ensembleV = fly;:::;lskg de tous les literaux de . Deux sommets deG sont
reles par une aréte s'ils n'appartiennent pasa la méme clause et s'ils ne sont
pas contradictoires. Par non contradictoire, on entend quel'un n'est pasegal
a la regation de l'autre. L'ensemble E des arétes est donc & ni de la manere
suivante.

E=f(;l) bi 1)=3c8bj 1)=3c"1; 6 l;g

En e et, le nunero de la clause d'un literal |; estegala b(i 1)=3c si les
clauses sont nuneroeesa partir de 0.

Pour la formule  =(x1 _ X2 _X3)™ (X1 _: X2 _X3)™ (X1 _ X2 _: X3),0n
obtient le graphe repesenea la gure C.1.

th=8cm]graph23sat2clique

Fig. C.1{ graphe assocea la formule

Nous allons voir que la formule est satis able si et seulement si le graphe
G contient une clique de taille k. On remarque que deux literaux d'une méme
clause ne sont jamais reles par une aréte. Une clique peuonc contenir au plus
un literal par clause et elle est de taille au plus k.

Supposons d'abord que la formule est satis able. Il existe donc une a ec-
tation des variables telle que vaille 1. Ceci signi e qu'au moins un literal par
clause vaut la valeur 1. Choisissons un tel literal dans ctacune des clauses pour
former un ensemble dek literaux. Comme tous ces literaux valent 1, deux
d'entre eux ne peuvent pas étre contradictoires et ils sontdonc reles par des
arétes. C'est donc une clique de taill&k dans G.
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Supposons maintenant que G contienne une clique de taille. Comme les
literaux d'une méme clause ne sont pas reles, cette clgue contient un literal
exactement dans chaque clause. Montrons alors qu'il existane a ectation qui
rend tous ces literaux egauxa 1. Chaque literal de cet te clique estegala
Xi oua :X;j. Pour que ce literal vaille 1, on impose la valeur 1 ou Oa la
variable correspondantex;. Comme tous les literaux de la clique sont reles par
une aréte, ils ne sont pas contradictoires deuxa deux. Cdcsigni e que deux
literaux quelconques de la clique concernent deux variales distinctesx; et X;
aveci 6 j ou alors ils concernent la méme variable; mais ils imposent la méme
valeura la variable x;. On obtient alors une a ectation coterente des variables
apparaissant dans la clique. En a ectant n'importe quelle valeura chacune des
autres variables, on obtient une a ectation qui donne la valkeur 1a la formule



Annexe D

Couverture de sommets

Une aréte (u;v) d'un graphe est dite adjacentea un sommet s si s estegal
a u oua v. Une couverture de taille k d'un graphe G = (V;E) est un sous-
ensembleC de k sommets tel que toute aréte deG est adjacentea au moins un
des sommets deC.

Probéme ( VERTEX-COVER).
Un grapheG donre contient une couverture d'une taille kegalement donree ?

Proposition.
Le probeme VERTEX-COVERest NP-complet.

Preuve.
Le probeme VERTEX-COVERest dansNP. Un algorithme pour esoudre
ce probeme commence par choisir de facon non ceterminige les k sommets

ces sommets.

Pour montrer que le probeme VERTEX-COVERestNP-di cile, on va eduire
polynomialement le probeme 3-SATa VERTEX-COVER A chaque instance de
3-SAT, on associe une instance d&ERTEX-COVERqui a une solution si et
seulement si l'instance de 3SAT en a une. Soit une instance de 3SAT, c'est-
a-dire une formule en forme conjonctive telle que chaque @use de contienne
trois literaux. On note k le nombre de clauses de et m le nombre de variables
apparaissant dans .

A cette formule , on associe un graphe non oriene ayant B + 2m som-
mets. Chaque sommet du graphe est en outreetiquet par uniteral. A chaque
variable x; correspondent deux sommets etiquees par les literaux x; et : x;.
Ces deux sommets sont reles par une aréte. Cette partie digraphe est appeke
le gadget de la variablex;. A chaque clause correspondent trois sommets, un
etiquet par chaque literal de la clause. Ces trois sommets sont reles entre eux
par trois arétes. On ajoute en outre une aréte entre chacurdes trois sommets
d'une clause et le sommet de la variable qui estetiquet pa le méme literal.
Cette partie du graphe est appeke le gadget de la clause.

La construction est illustee sur la formule = (Xo_X1_X2)" (i Xo_: X2 _
X3) N (X1 _ X2 _: X3). Les entiersk et m sontegauxa 3 et 4 et on obtient le
graphe repesenta la gure D.1.

th=8cm]graph33sat2cover
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Fig. D.1 { graphe assocea la formule

Nous allons voir que la formule est satis able si et seulement si le graphe
G contient une couverture de taille & + m. Pour chaque variablex;, il faut
gu'un des deux sommets assoces soit dans la couverture powouvrir l'aréte
entre ces deux sommets. De méme pour chaque clause, il fauiedeux des trois
sommets assoces soient dans la couverture pour couvrir gtrois arétes entre
ces sommets. Ceci montre qu'une couverture du graphe doit abenir au moins
2k + m sommets.

Supposons d'abord que la formule est satis able. Il existe donc une af-
fectation des variables telle que vaille 1. Ceci signi e qu'au moins un literal
par clause vaut la valeur 1. Pour chaque variablej, on met dans la couverture
le sommetx; ou le sommet: x; suivant que x; vaille 1 ou 0 dans I'a ectation.
Pour chaque clause, on met dans la couverture deux sommets djadget corres-
pondant en prenant au moins les literaux qui ont la valeur O et d'autres pour
competer. Ces choix construisent une couverture. Toutedes arétesa l'inerieur
des gadgets sont couvertes. Chaque aréte entre les gadgeliss variables et des
clauses, relie une variable au literal correspondant. Sila variable vaut 1, le som-
met dans le gadget de la variable aet choisi et si la varialle vaut 0,le sommet
dans le gadget de la clause aet choisi. Dans les deux casatéte est couverte.

Supposons maintenant queG possede une couverture de taille R + m. Il est
clair que cette couverture a exactement un sommet dans chagugadget assoce
a une variable et deux sommets dans chaque gadget assoce une clause. Il est
facile de \eri er que le choix des sommets dans les gadgetsed variables & nit
une a ectation qui donne la valeur 1a la formule . O



Annexe E

Probéme de la somme

Probéme ( SUBSET-SUM).

Est-il possible d'extraire une sous-suite de la suite doree de manerea ob-
tenir une suite dont la somme estegaleas?

La solution attendue est donc une suite croissante d'entierl i; <i, <
ii:<ip  ktelle que:

Xi, ¥ Xj, + I+ X, =S

Proposition.
Le probeme SUBSET-SUMest NP-complet.

Preuve.
Le probeme SUBSET-SUMest dans NP. Un algorithme pour esoudre ce
probeme commence par choisir de facon non ceterministeles indicesiq;iz;:::;in

puis \eri e que la somme x;, + :::+ X;, a pour valeurs.

Pour montrer que le probbme SUBSET-SUMest NP-di cile, on va eduire
polynomialement le probeme 3-SATa SUBSET-SUM A chaque instance de
3-SAT, on associe une instance dS8UBSET-SUMqui a une solution si et seule-
ment si l'instance de 3SAT en a une. Soit une instance de 3SAT, c'esta-dire
une formule en forme conjonctive telle que chaque clause de contienne trois
literaux. On note k le nombre de clauses de et m le nombre de variables ap-

lesm variables de . Pour une variable x; de variable on notep(i) I'ensemble des
nurreros des clauses aix; apparat positivement et n(i) I'ensemble des nuneros
des clauses a xi appara regativement.

A cette formule , on associe un ensemble de &(+ k) entiers qui vont
skcrire avec m + k chires en base 10.A chaque variable x; correspond deux
entiers n; et p; ¢k nis de la fecon suivante.

X :
nj = 10" + 10
j2n(i)

X .
pi = 104+ 1 + 10
i2p(i)
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Les entiersn; et p; skcrivent en base 10, avean + k chiresegauxa 0 ou 1.
Pour nj, le chirea la position k+ i et les chires aux positions den(i) sont des
1 et tous les autres chires sont des 0. Poump;, le chirea la position k + i et
les chires aux positions dep(i) sont des 1 et tous les autres chi res sont des 0.

A chaque clausec;, on associe deux entiers et ¢’ qui sont tous les deux
egauxa 101. Les entiersg et gJ secrivent en base 10, aved chi resegauxa
0 ou 1. Le chirea la position j est un 1 et tous les autres sont des 0.

On ¢ nit le nombre s par la formule suivante.

X , X .
s= (1047 +3) (10)
O i<m 0 j<k
L'entier s secrit en base 10 avec des chires 1 et 3. Sonecriture en bse 10 a
la forme 1:::13:::3 au le premier bloc comporte m chires 1 et le second bloc
comporte k chires 3.
Nous allons illustrer cette construction sur la formule

=(Xo_ X1_X2)™ (i Xo_: X2 _X3)"™ (X1_ X2 _: Xa)

. Les entiersk et m sontegauxa 3 et 4. Les entiersng; po; N1; P1; N2; P2; N3; P4; Go; G} B
et s sont donres dans le tableau E.1.

n X3 X2 X1 Xg € C C Valeur

No = 0 0 0 1 O 0 1 1001
Po = 0O 0 O 1 0 1 o 1010
ng = 0 0 1 0 1 0 1 10101
p = 0O 0 1 0 0 0 o 10000
Ny, = 0 1 0 0 1 0 1 100101
p2 = 0 1 1 0 0O 1 O 110010
N3 = 1 0 0 0 0O 1 O 100010
Pz = 1 0 0O 0O 0 0 1 1000001
;= 0 0 0 0 0 0 1 1
q;= 0 0O 0 0 0 1 O 10
®;= 0 0 0 0 1 0 O 100
s= 1 1 1 1 3 3 3 1111333

Tab. E.1 { Les entiers assocesa la formule

La preuve que linstance du probeme SUBSET-SUMa une solution si et
seulement si la formule est satis able decoule des remarques suivantes. La
premere remarque est que pour chaque colonne, il y a au plusing entiers qui
ont un chire 1 dans cette colonne. Ceci signi e que quelque @it le choix des
entiers, leur somme se fait sans retenue. La somme est donclaske colonne
par colonne.

Comme le chire de s est 1 dans chaque colonne assoceea la variablg;, il
est recessaire d'utiliser exactement un des deux entiers; et p;. Ce-sont en e et
les seuls qui ont un chire non nul dans cette colonne et il n'st pas possible
de prendre les deux. Le fait de prendre de choisin; ou p; corresponda a ecter
la valeur 0 ou la la variable x;. Chaque entiern; ou p; ajoute 1 dans chaque
colonne assoceea une clauseegalea 1 pour le choix de lgaleur de la variable
Xj. Comme le chire de s est 3 dans chague colonne assoceea clausg, il
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faut exactement trois entiers qui apportent une contribution dans cette colonne.
Deux contributions peuvent étre apporees par g et qo mais une contribution
au moins doit étre apporee par un entier n; et p;. Ceci garantit que toutes
les causes sont vraies. Si plusieurs variables rendent veaia méme clause, on
adapte la somme dans cette colonne en retirant un ou deux desters ¢ et
Q. O



98

ANNEXE E. PROBL EME DE LA SOMME



Bibliographie

[ABB97] Jean-Michel Autebert, Jean Berstel, and Luc Boassa. Context-free
languages and pushdown automata. IrHandbook of formal languages
volume 1, pages 111{174. Springer, 1997.

[Aut87] Jean-Michel Autebert. Langages algebriques Masson, 1987.

[BBC93] Gerard Beauquier, Jean Berstel, and Philippe Chretienne. Eéments
d'algorithmique. Masson, 1993.

[HU79] John E. Hopcroft and Je rey D. Ullman. Introduction to Automata
Theory, Languages and Computation Addison-Wesley, 1979.

[Per90] Dominique Perrin. Finite automata. In J. van Leeuwen, editor, Hand-
book of Theoretical Computer Sciencevolume B, chapter 1, pages 1{57.
Elsevier, 1990.

[Pin84] Jean¥ric Pin. Varees de Langages Formels. Masson, 1984.

[Sak03] Jacques Sakarovitch. EEments de theorie des automates Vuibert,
2003.

[Sip97] M. Sipser.Introduction to the Theory of Computation. PWS publishing
Company, 1997.

[VLW92] J. H. van Lint and R. M. Wilson. A Course in Combinatorics. Cam-
bridge University Press, 1992.

99



