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Introduction
Comment évaluer une fonction sur [-1,1]7?

Deux représentations
possibles pour f:

@ En série de Taylor

+o00
f("(0
f:g cnX", cp = n|( )7
n=0 ’

@ ou en série de
Tchebychev

+oo
to
f = 5 —+ nz_:l tnT,,(X),
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Introduction
Comment évaluer une fonction sur [-1,1]7?

Deux représentations
possibles pour f:

Rappel : Polynémes de Tchebychev

@ En série de Taylor

0 sim#n
RPN B
“+o00 n —
. Z X e f( )(0), -1 V1-x? Z  sinon
nl
n=0 Tor1 =2xT, — Th_1
@ ou en série de
Tchebychev Th(cos(8)) = cos(nb)
to +00 TO(X) =1
f:§+;tnTn(X), Tl(X):X
= To(x) =2x> -1
1/t f(t) T3(x) = 4x3 — 3x
t, = Ta(t d 3
=1 [ T
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Introduction
Comment évaluer une fonction sur [-1,1]7?

Deux représentations
possibles pour f:

@ En série de Tay|or numerical error of the polynomial representation of arctan(x/2)

0,004 o

+oo n
f — E Can, Ch = f( )(0) rror Taylor scrie“sx}
n=0

Error Chebyshev series

@ ou en série de T

Tchebychev
to =
f=g 2 Tk

1t f(t)
t, = - /_1 Tn(t)mdt.

Projets en Matlab utilisant les séries de Tchebychev pour représenter les
fonctions:
Chebfun et Miscfun
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Introduction
Comment évaluer une fonction sur [-1,1]

Deux représentations
possibles pour f:
@ En série de Tay|or numerical error of the polynomial representation of arctan(x/2)

0,004

+o0
£(")(0) ;
. n . rror Taylor series
f—E cnx", cp = T i it
n:
n=0

Error Chebyshev series

@ ou en série de T

Tchebychev
to +oo
f=2+ Z_} tn Tn(x),

Comment calculer les t,?

Cas général: Calcul numérique des intégrales. Mais c’est lent.
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Introduction
Calcul des coefficients avec des récurrences

Théoréme (années 60)

Si f est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients
polynomiaux, alors les coefficients de Tchebychev sont annulés par une
récurrence linéaire a coefficients polynomiaux
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Introduction

Calcul des coefficients avec des récurrences

Théoreme (années 60)

Si f est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients
polynomiaux, alors les coefficients de Tchebychev sont annulés par une
récurrence linéaire a coefficients polynomiaux

Applications:

@ Calcul numérique des coefficients.

Calcul numérique des 20 premiers termes des coefficients de la série de Tchebychev arctan(x/2)

Intégrales 1
20

chiffres
temps

10 | Récurrences 100 chiffres

Récurrences 50 chiffres

T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
nombre de coefficients
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Introduction

Calcul des coefficients avec des récurrences

Théoréme (années 60)

Si f est solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients
polynomiaux, alors les coefficients de Tchebychev sont annulés par une
récurrence linéaire a coefficients polynomiaux

Applications:
e Calcul numérique des coefficients.
@ Calcul des formes closes des coefficients.
f(x) = arctan(x/2)
> def:=(4+x*2)*diff (y(x),x$2)+2*x*diff(y(x),x);
def= (4 + %) (%y(x)} +2x (%y(x)) 15)

=> rec:=Chebyshev:-diffeqtorecchebyshev(def,y(x),t(n))=0;
rec:=nt(n)+ (36 +18n)t(n+2)+ (n+4)t(n+4)=0 (16)
S r:=simplify(evalc(allvalues(rsolve({rec,seq(t(i)=1/Pi*int (arctan(x/2)*
T(i,x)/sqrt(1-x~2),x=-1..1),i=0..3)},t(n))))) assuming n::integer;
0 n=0

rim (—2+ﬁ)"+l(ﬁ+2)sin[%nnj an

otherwise

n
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Etat de |'art

o Clenshaw (1957): Méthode numérique pour calculer les coefficients
de Tchebychev sans calculer les intégrales.

@ Fox and Parker (1968): Méthode pour le calcul des récurrences de
Tchebychev de petits ordres.

@ Paszkowski (1975): Algorithme pour calculer une récurrence de
Tchebychev.

o Lewanowicz (1976): Algorithme pour calculer une récurrence de
Tchebychev d'ordre inférieur dans certain cas.

@ Rebillard (1998): Nouvel algorithme pour calculer les récurrences de
Tchebychev.

@ Rebillard et Zakrajsek (2006): Algorithme pour calculer des
récurrences de Tchebychev d’ordres inférieurs a celles calculées par
Lewanowicz.
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Nouveaux résultats (2009)

@ Présentation simple et unifiée des algorithmes existants en utilisant
les fractions d'opérateurs de récurrence.
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Nouveaux résultats (2009)

@ Présentation simple et unifiée des algorithmes existants en utilisant
les fractions d'opérateurs de récurrence.
@ Analyse de complexité des algorithmes existants (ordre k, degré k)

o Algorithmes de Paszkowski et Lewanowicz : O(k*) opérations
arithmétiques dans Q.
o Algorithme de Rebillard: O(k®) opérations arithmétiques dans Q.
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Nouveaux résultats (2009)

@ Présentation simple et unifiée des algorithmes existants en utilisant
les fractions d'opérateurs de récurrence.
@ Analyse de complexité des algorithmes existants (ordre k, degré k)

o Algorithmes de Paszkowski et Lewanowicz : O(k*) opérations
arithmétiques dans Q.
o Algorithme de Rebillard: O(k®) opérations arithmétiques dans Q.

o Nouvel algorithme plus rapide : O(k“) opérations arithmétiques. Ici,
w est I'exposant du produit matricielle. (w < 3).
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Nouveaux résultats (2009)

@ Présentation simple et unifiée des algorithmes existants en utilisant
les fractions d'opérateurs de récurrence.
@ Analyse de complexité des algorithmes existants (ordre k, degré k)

o Algorithmes de Paszkowski et Lewanowicz : O(k*) opérations
arithmétiques dans Q.
o Algorithme de Rebillard: O(k®) opérations arithmétiques dans Q.

o Nouvel algorithme plus rapide : O(k“) opérations arithmétiques. Ici,
w est |'exposant du produit matricielle. (w < 3).

@ Implantation des algorithmes en Maple.

Alexandre Benoit Calcul des récurrences de Tchebychev



Fractions d'opérateurs de récurrence

I Fractions d'opérateurs de récurrence
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Morphisme d’anneaux d'opérateurs (S - u, = up.1)

Séries de Taylor(f = Y c,x")

xf = Z cox™ = Z cn—1x",
f = Z ne,x"t = Z (n+ 1)cppax"

x—X =871,

9 D= (n+1)S
—i—=D = .
dx "

d\? d
(4+ x?) (;) + 2Xa
—(4+572)(n+1)(n+2)S2+2571(n+1)S
=(n+1) (4(n+2)S*+n)
4(n+2)cpy2 + nch =0
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Morphisme d’anneaux d'opérateurs (S - u, = up.1)

Séries de Taylor(f = Y c,x")

d\? d
44+%)(— 2x—
( +X)(dx) * de

—(4+S72)(n+1)(n+2)S2 42571 (n+1)S
=(n+1) (4(n+2)S*+n)
4(n+2)cpy2 + nch =0
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Morphisme d’anneaux d'opérateurs (S - u, = up.1)

Séries de Taylor(f = Y c,x")

xf = Z cox™ = Z cn—1x",
f = Z ne,x"t = Z (n+ 1)cppax"

x—X =871,

9 D= (n+1)S
—i—=D = .
dx "

() @5

@ n+1)(n+2)S? é} +1)S

=(n+1)(4(n+2)s
4(n+ 2)cpt2 + ncp =0
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Morphisme d’anneaux d'opérateurs (S - u, = up.1)

Séries de Taylor(f = Y c,x")

xf = Z cox™ = Z cn—1x",
f = Z ne,x"t = Z (n+ 1)cppax"

x—X =871,

9 D= (n+1)S
—i—=D = .
dx "

2
<o (2) 4D
—(4+S72)(n+1)(n+2)S%425

=(n+1) (4(n + 2)52 + n)
4(n+ 2)cpt2 + ncp =0
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Morphisme d’anneaux d'opérateurs (S - u, = up.1)

Base Monomial x” = M,(x) Séries de Tchebychev

xM,(x) = Mpi1(x), xTn(x) =1/2(Tos1(x) + To-1(x))
/ / n(Th-1(x) = Tny1(x))
(Ma(x))' = nMy_1(x). L) =50
—il
x—X = 5_17 x—X = %a
i.—>D = (n+1)S. i)—D': (n+1)S—(n—-1)S1 __2n
dx dx 2(1— X2) S1-§
d\? d
(4+x) (;) A (n—1)(n+1) ((n+2)S* +18n+ (n—2)S72)
—(4+572)(n+1)(n+2)S?+25 1 (n+1)S ((n=1)$*>=2n+(n+1)57?) ’
= (n+1) (4(n+2)S*+ n)
4(n+ 2)Cn+2 + nc, =0 (n —+ 2)tn+2 - 18ntn —+ (n o 2)tn72 =0.
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Morphisme d’anneaux d'opérateurs (S - u, = up.1)

d _(F1)S—(n—-1)S7t  2n
dx o 2(1 - X2) S-S

(n—1)(n+1)((n+2)S*>+18n+ (n—2)S7?)

(44572 (n+1)(n+2)S2+25 1 (n+1)S (n=1)5$*=2n+(n+1)57?) |
= (n+1) (4(n+2)S*+ n)
4(n+2)cnt2 +nch =0 (n+ 2)tp+2 + 18nt, + (n — 2)t,—> = 0.
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Morphisme d’anneaux d'opérateurs (S - u, = up.1)

XMn(x) = Mp11(x),

Mo &My -109

x—X =871
_ 2(1—X2) 5-1_g"
o [ d\? d
SRR (;) iz (n—1)(n+1) ((n+2)S>+ 18n + (n— 2)S7?)
(44572 (n+1)(n+2)S24+25 1 (n+1)S (n=1)5$*=2n+(n+1)57?) |
= (n+1) (4(n+2)S*+ n)
4(n+2)cnt2 +nch =0 (n+ 2)tp+2 + 18nt, + (n — 2)t,—> = 0.
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Morphisme d’anneaux d'opérateurs (S - u, = up.1)

Base Monomial x” = M,(x) Séries de Tchebychev

XMy (x) = Mpy1(x), XTp(x) =1/2(Tay1(x) + To-1(x))
/ 10y M1 (Th-1(x) = Tapa(x))
(M,(x)) = nM,_1(x). T (x)= ;(1 - X2)+1 _
x—X =871 x—X = LS?I
=51 =
ir—>D = (n+1)S. i} Do (n+1)S—(n—-1)S1 _ 2n
dx dx 2(1— X2) S1-5

(n—1)(n+1)((n+2)S?+18n+(n—2)S?)
((n—1)S2—2n+(n+1)S—2) )

=(n+1)(4(n+2)S*+ n)
4(n+2)cpt2 +ncp =0

(n+ 2)tpt2 + 18nt, + (n — 2)t,—> = 0.
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Morphisme d’anneaux d'opérateurs (S - u, = up.1)

Base Monomial x” = M,(x) Séries de Tchebychev

xM,(x) = Mpi1(x), xTn(x) =1/2(Tos1(x) + To-1(x))
/ ) n(Tho1(x) — Tos1(x))
(Ma(x))' = nMy_1(x). L) =50
—il
x—X =871, x—X = Dl +25 ,
9 D= (n+1)s. d 5. (+1)S—(n-1)S7% = 2n
dx dx 2(1— X2) S1-§
d\? d
(4+x) (;) i 2 (n—1)(n+1) ((n+2)S*+18n+ (n—2)S7?)
—(4+572)(n+1)(n+2)S?+25 1 (n+1)S ((n=1)$*>=2n+(n+1)57?) ’
= (n+1) (4(n+2)S*+ n)
4(n+ 2)cpy2 4 ncy =0 (I‘l - 2)tn+2 + 18nt, + (n — 2)1.'”72 =0.
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Polynéme d'Ore : Structure pour les opérateurs de

récurrence.

> ai(n)uny; est représenté par > a;(n)S'.
Ces polyndmes ne sont pas commutatifs.
La multiplication est définie par: Sn = (n+1)S.

L'anneau des polyndmes est dénoté par Q(n)(S).
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Polynéme d'Ore : Structure pour les opérateurs de

récurrence.

> ai(n)uny; est représenté par > a;(n)S'.
Ces polyndmes ne sont pas commutatifs.
La multiplication est définie par: Sn = (n+1)S.

L'anneau des polyndmes est dénoté par Q(n)(S).

Propriété principale: Le degré en S d'un produit de polyndmes est la
somme des degrés de ses facteurs.
o Algorithme pour la division euclidienne (3 droite ou a gauche).
o Algorithme pour le calcul du PGCD, du PPCM et des cofacteurs (a
droite ou a gauche). (Ore 33)
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Polynéme d'Ore : Structure pour les opérateurs de

récurrence.

> ai(n)uny; est représenté par > a;(n)S'.
Ces polyndmes ne sont pas commutatifs.
La multiplication est définie par: Sn = (n+1)S.

L'anneau des polyndmes est dénoté par Q(n)(S).

Propriété principale: Le degré en S d'un produit de polyndmes est la
somme des degrés de ses facteurs.
o Algorithme pour la division euclidienne (3 droite ou a gauche).
o Algorithme pour le calcul du PGCD, du PPCM et des cofacteurs (a
droite ou a gauche). (Ore 33)

Exemple : Algorithme du PGCDG Exemple : Algorithme du PPCMG
INPUT Opérateurs de récurrence A et B | INPUT Opérateurs de récurrence A et B
OUTPUT Le “plus grand” G tel que OUTPUT U et V tel que |'opérateur
A=GAet B=GB UA = VB soit d’'ordre minimal
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Fractions d'opérateurs de récurrence (Ore 1933)

L'anneau Q(n)(S) posséde un corps de fractions.
Le corps de fractions de Q(n)(S) est défini par:

g:% & 3(U, V) tel que UA= VC et UB = VD.
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Fractions d'opérateurs de récurrence (Ore 1933)

L'anneau Q(n)(S) posséde un corps de fractions.
Le corps de fractions de Q(n)(S) est défini par:

g:% & 3(U, V) tel que UA= VC et UB = VD.

o Addition:
UA VC UA+VC

B"D UBTVD  UB
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Fractions d'opérateurs de récurrence (Ore 1933)

L'anneau Q(n)(S) posséde un corps de fractions.
Le corps de fractions de Q(n)(S) est défini par:

g:% & 3(U, V) tel que UA= VC et UB = VD.

o Addition:
A C_UA VC_uA+vC
B D UB VD UB '’
@ Multiplication:
D A_VD UA_UA
C B VC UB VC
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Application aux récurrences de Tchebychev

Soit ¢ “le morphisme de Tchebychev”de I'anneau des opérateurs
différentiels dans I'anneau des opérateurs de récurrence:

2n

p(x)=1/2(S+S5 1) ety <CZ<> =5 51

Théoreme (BenoitSalvy2009)

Soit f une fonction et L un opérateur différentiel d’ordre k tel que: L-f = 0.
On suppose que f € CX et que I'une des hypothéses suivantes est vérifiée.

1 m dx est convergent;
1V 1-— X2 & '

2yk g ,
/ - 1) > () dx est convergent et (1 — x*)|p;, i =0,..., k.
V1—x2

Un numérateur de la fraction d'opérateur de récurrence p(L) est un opérateur
de récurrence annulant les coefficients de Tchebychev de f.
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Exemple: v/1 — x?2

f = /1 — x2 est annulée par I'opérateur différentiel : x + (1 — x?) <.

d S+ 5t S2424 62 2n
(o) S ()
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Exemple: v/1 — x?2

f = /1 — x? est annulée par I'opérateur différentiel : x + (1 — X2)%.

-1 2 -2
@<X+(1_X2)d>_5+5 +<1_S +2+S ) 2n

dx 2 4 -5+51
(SHST(SHSTY) (n+2)52+2n—(n—2)57?
2(-S+51) 2(-S+571)
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Exemple: v/1 — x?2

f = /1 — x? est annulée par |'opérateur différentiel : x + (1 — XQ)%.

-1 2 -2
so<x+(1—x2):x>—5+5+<1—5 +2+5 ) 2n

2 4 -S+5-1
C(=S+STH(S+STY) (n+2)52+2n—(n—2)57?
2(-S+51) 2(-S+571)
—(n+3)S>+2n—(n—3)S72
2(=S+51)
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Exemple: v/1 — x?2

f = /1 — x2 est annulée par I'opérateur différentiel : x + (1 — x?) <.

o d S+571 S?2 424572 2n
(o) S ()
(=S+S ) (S+SY) (n+2)S2+2n—(n—2)S72
2(-S+571) B 2(-S+51)
_ —(n+3)S*+2n—(n—3)52
N 2(-S+5S571)

Les coefficients de Tchebychev ¢, de f, vérifient la relation de récurrence:

(n+3)chi2 —2nc, + (n— 3)cy—2 = 0.
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Sans les hypotheses : arccos(x)

f = arccos(x) est annulée par |'opérateur différentiel :
2
L=x% —(1-x*)2

dx?”

Il est facile de vérifier que / ———dx n’est pas convergent.

\/l—x2
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Sans les hypotheses : arccos(x)

f = arccos(x) est annulée par |'opérateur différentiel :
2
L=x% —(1-x*)2

dx?”

Il est facile de vérifier que / ———dx n’est pas convergent.

\/l—x2

[> diffeqtorecchebyshev(L,y(x),u(n));
u(n)n
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Sans les hypotheses : arccos(x)

f = arccos(x) est annulée par |'opérateur différentiel :
2
L=x% —(1-x*)2

dx?”

Il est facile de vérifier que / ———dx n’est pas convergent.

\/l—x2

[> diffeqtorecchebyshev(L,y(x),u(n));
u(n)n

f est aussi solution de (1 — x?)L qui vérifie les hypothéses.
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Sans les hypotheses : arccos(x)

f = arccos(x) est annulée par |'opérateur différentiel :
2
L=x% —(1-x*)2

dx?”

Il est facile de vérifier que / ———dx n’est pas convergent.

V1-— x2
[> diffeqtorecchebyshev(L,y(x),u(n));
u(n)n

f est aussi solution de (1 — x?)L qui vérifie les hypothéses.
[> diffeqtorecchebyshev((1-x"2)*L,y(x),u(n));

wu(n) + (21 —8—8n)u(n+2) + (n2+8n+16) u(n+4)
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Normalisation

Definition

Une fraction % est appelée normalisée quand le PGCDG de A et B est 1.
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Normalisation

Definition

Une fraction % est appelée normalisée quand le PGCDG de A et B est 1.

Exemple: La fraction normalisée de ¢ (\/1 — x2)

f = /1 — x? est annulée par I'opérateur différentiel : x + (1 — xz)%.
Nous avons:

d ) :—(n +3)S2+2n—(n—3)S2

@(—x+(—1+x2)dx 25157
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Fractions d’opérateurs de récurrence

Normalisation

Definition

Une fraction % est appelée normalisée quand le PGCDG de A et B est 1.

Exemple: La fraction normalisée de ¢ (\/1 — x2)

f = /1 — x? est annulée par I'opérateur différentiel : x + (1 — xz)%.

Nous avons:
d\ —(n+3)S?+2n—(n—3)S2
4 <_X+(_1+X2)dx) = 2(-5+5-1)
(=S5+S5H)((n+2)S—(n—-2)571)
B 2(-5+571Y) '
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Fractions d'opérateurs de récurrence
Normalisation

Definition

Une fraction % est appelée normalisée quand le PGCDG de A et B est 1.

Exemple: La fraction normalisée de ¢ (\/1 — x2)

f = /1 — x2 est annulée par |'opérateur différentiel : x + (1 — x?)-<.

Nous avons: *
d\ —(n+3)S?+2n—(n—3)S2
4 <_X (-1 +X2)dx) - 2(-5+57)
(=S+S5H)((n+2)S—(n—-2)571)
o 2(-S+ 571 '

Ordre plus petit
= (n =F 2)Cn+1 — (I’] — 2)Cn71 = (0,



Algorithmes

[l Algorithmes
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Algorithmes

Algorithme de Lewanowicz (1976)

Horner+Normalisation a chaque étape.

Exemple avec f = v/1 — x2

(1- X2)dix + x.

Alexandre Benoit Calcul des récurrences de Tchebychev



Algorithmes

Algorithme de Lewanowicz (1976)

Horner+Normalisation a chaque étape.

Exemple avec f = v/1 — x2

(1- X2)dix + x.

~S242-52 (S+SYH(-S+S5Y

1_2: =
P(1—x%) 2 A
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Algorithmes

Algorithme de Lewanowicz (1976)

Horner+Normalisation a chaque étape.

Exemple avec f = /1 — x2

(1—x2)dix+x.
_ G2 _ G2 —1\(_ -1
H(1— x?) = S +j ) :(5+5 )(45+5 )
d (S+SH(-S+51h 2n
p(1=x)p (dx) - 4 —S+51
_ ((n +1)S—(n— 1)5‘1)
2
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Algorithmes

Algorithme de Lewanowicz (1976)

Horner+Normalisation a chaque étape.

Exemple avec f = /1 — x2

(1- X2)dix + x.

_ G2 _ G2 —1\(_ -1
S0 — x?) = S+j s (5+5S )(45+5 )

P(1=x*)p (;i) _((n+1)S —2(n —-1)571)

n —(n— -1 -1
o= (5] + ot LEEDEZZDST) | 545
(n+2)S—(n—2)5
a 2
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Algorithmes

Algorithme de Lewanowicz (1976)

Horner+Normalisation a chaque étape.

Exemple avec f = v/1 — x2

(1- X2)dix + x.

(1 x2) _=$2+2-52 (S+SH(=S5+S5T)
4 4
d\ ((n+1)S—(n—1)S1)
p(1—x)p (dx) = >

p(1—x%)p (;’X) 4 op(x) =23 —2(n —2)S-

Une récurrence vérifiée par les coefficients de Tchebychev de f est:

(n+2)cpy1 —(n—2)cp_1=0

Alexandre Benoit Calcul des récurrences de Tchebychev



Algorithmes

Algorithmes de Paszkowski (1975) et Rebillard (1998)

2n
—5+5-1

L= gpi(x) ((Z()’

@ OUTPUT : Un numérateur de (L)
Calcul seulement avec des polynémes.

Observation: si D = ¢(%) = alors D=1 est un polynéme.

o INPUT :
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Algorithmes

Algorithmes de Paszkowski (1975) et Rebillard (1998)

Observation: si D = @(d#"x) —
o INPUT :

W alors D1 est un polynéme.

L= gpi(x) ((Z()’

@ OUTPUT : Un numérateur de (L)
Calcul seulement avec des polynémes.

Paszkowski

Calcul des g;i(x) tel que
gp’(x) (;’X) - Z (Cj’x)iqi(x).

k .
X Z D_k+'q,'(X)
i i=0
ZP"(X)D = Dk
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Algorithmes

Algorithmes de Paszkowski (1975) et Rebillard (1998)

Observation: si D = @(d#"x) —
o INPUT :

W alors D1 est un polynéme.

L= gpi(x) ((Z()’

@ OUTPUT : Un numérateur de (L)
Calcul seulement avec des polynémes.

Paszkowski

Calcul des g;(x) tel que Rebillard
. . i , ) —k yeyk
d 1 d ! Xk = D XD o

k .
=0 K > pi( Xk )DkF
i i=0
> piX)D' = Dk
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Algorithmes
Notre nouvel algorithme: Diviser pour régner

D~ est de bidegré (2i,2i).
Algorithme nouveau et rapide

Etape 1: Calcul des gi(x) tel que
k i k i
d d
o0 (2) -5 (2) w0
i=0 i=0
Etape 2 : Diviser pour régner

K
> D *Hgi(X) =
i=0

NIx
[SIES

k
D=5 D g(X) + > DFFgi(X).
i=0 i=k+1
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Algorithmes

Colit de I'algorithme : C(k, d) = O(dk“—l)

Degré des polynomes: d

P= quX)+ -+ D" n1(X) + D qp(X)+ -+ D go(X)
= Py + D=k/2p,
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Algorithmes

Colit de I'algorithme : C(k, d) = O(dk“—l)

Degré des polynomes: d

P= quX)+ -+ D" n1(X) + D qp(X)+ -+ D go(X)
= Py + D=k/2p,

Calcul de Py, Py : 2C(k/2,d)
Calcul de D=*/2p,
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Algorithmes

Colit de I'algorithme : C(k, d) = O(dk“—l)

Degré des polyndmes: d

P= quX)+ 4+ D g n1(X) + D *2q(X)+ -+ D go(X)
= Py + D™*/2p,

e Calcul de Py, P, : 2C(k/2,d)

e Calcul de D—/2p,
Taille de D*/2: bidegré (k, k). Taille de P,: bidegré (k + 2d, k).
Les tailles des polynomes dépendent de d qui ne varie pas avec k
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Algorithmes

Colit de I'algorithme : C(k, d) = O(dk“—l)

Degré des polyndmes: d

P= Qk(X)+"'+D_k/2_1qk/2+1(X) + D_k/2Qk/2(X)+"'+D_kqo(X)
= Py + D2 p,

e Calcul de Py, P, : 2C(k/2,d)
o Calcul de D—k/2p,

P> = Poo) + Pp1)S* + -+ + Ppod/iS*®
Taille de D=*/2: bidegré (k, k). Taille de P(s.;): bidegré (k, k).
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Algorithmes

Colit de I'algorithme : C(k, d) = O(dk“—l)

Degré des polyndmes: d

P= Qk(X)+"'+D_k/2_1qk/2+1(X) + D_k/2Qk/2(X)+"'+D_kqo(X)
= Py + D2 p,

e Calcul de Py, P, : 2C(k/2,d)
o Calcul de D=*/2p,
_ k 2d
P> = Py + P2,1)S* + + P22d/k)S

Taille de D=*/2: bidegré (k, k). Taille de Py, ;y: bidegré (k, k).
Coﬁt de D_k/2P(2’,') : O(kw)
Coit de D=*/2P, : O(dk*1).
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Algorithmes
Complexité

Théoréeme

Si les degrés des p; sont au plus k,

o Notre algorithme: O(k*) opérations arithmétiques.

o Algorithmes de Paszkowski et Lewanowicz : O(k*) opérations
arithmétiques.

o Rebillard : O(k®) opérations arithmétiques.
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Conclusion et travaux futurs

IV Conclusion et travaux futurs
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Conclusion et travaux futurs

Le numérateur de la fraction normalisée n'est pas d'ordre

minimal (Rebillard-Zakrajsek)

f(x) = (x+1)Ah(2vV1+x),
Récurrence obtenue a partir du numérateur de ¢(L):

:> L:=gfun:-holexprtodiffeq( (x+1)*BesselJ(1,2*sqrt(1+x)),y(x))[1];

L:=(T+4x)p(x) + (-4—4x) (%y(r)) + (42 +8r+4) { ;X_

5/ (X)]
"> diffeqtorecchebyshev(L,y(x),u(n));

(An+10)u(n) + (207> =2n+8s8 = 1) u(n+1) + (40 + 96 2> + 148 n + 16 #° ) u(n + 2) + (185 + 76 #* + 8 #°
+222n) u(n+3)+ (4n+6) u(n+4)
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Conclusion et travaux futurs

Le numérateur de la fraction normalisée n'est pas d'ordre

minimal (Rebillard-Zakrajsek)

f(x) = (x+1)Ah(2vV1+x),
Récurrence obtenue a partir du numérateur de ¢(L):

:> L:=gfun:-holexprtodiffeq( (x+1)*BesselJ(1,2*sqrt(1+x)),y(x))[1];

L:=(T+4x)p(x) + (-4—4x) (%y(r)) + (42 +8r+4) { ;;3 uv(x)]

S diffeqtorecchebyshev(L,y(x),u(n));
(An+10)u(n) + (207> =2n+8s8 = 1) u(n+1) + (40 + 96 2> + 148 n + 16 #° ) u(n + 2) + (185 + 76 #* + 8 #°

+222n) u(n+3)+ (4n+6) u(n+4)

En calculant (£ L), on obtient:
> L2 = (X"242*x+1)*diff(y(x),X,x,x)+(x+1)*diff(y(x),x,x)+(x+3/4)*diff(y(x),x)+y
(x);

L2=(#+2x+1) {LZy(x)J+(x+l) {d—zzy(x)J + (x+iJ (iy(x)Jer(x)
dx dx 4 dx
> diffeqtorecchebyshev(L2,y(x),u(n));
(4n+10)u(n) + (8n® —6n+20n> —15) u(n+ 1) + (52n> +33 + 81> +902) u(n+2) + (4n
+2)u(n+3)
Le numérateur de la fraction normalisée ne renvoie pas |'opérateur de
récurrence d'ordre minimal
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Conclusion et travaux futurs

Autres familles de polynémes orthogonaux

Pour les polyndmes de Jacobi et de Gegenbauer, on a les mémes re-

lations de multiplications par x et de dérivations: On a le méme algorithme.

> diffeqtorecgegenbauer (y(x)-diff(y(x),x),y(x),alpha,u(n));
(-n—2—a)u(n)+ (2n’ +4n+dan+da+20’ ) u(n+1) + (n+a) u(n+2)
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Conclusion et travaux futurs

Autres familles de polynémes orthogonaux

Pour les polyndmes de Jacobi et de Gegenbauer, on a les mémes re-

lations de multiplications par x et de dérivations: On a le méme algorithme.

> diffeqtorecgegenbauer (y(x)-diff(y(x),x),y(x),alpha,u(n));
(-n—2—a)u(n)+ (2n’ +4n+dan+da+20’ ) u(n+1) + (n+a) u(n+2)

Et apres...

Polyndmes de Laguerre et d'Hermite, fonctions de Bessel et autres
fonctions spéciales
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Conclusion et travaux futurs
Conclusion et travaux futurs

Contributions:

@ Utilisation des fractions de récurrence.

@ Nouvel algorithme.

o Code Maple.

@ Disponible dans le Dynamic Dictionary of Mathematical Functions.
Perspectives:

o Calcul des récurrences dans d'autres bases (Jacobi, Legendre et
Laguerre polynomials, Fonctions de Bessel)

@ Calcul numérique des coefficients.

@ Recherche de la récurrence d'ordre minimal.
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